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Etos a pravda v déjinach mechaniky

Jsem racionalista, avsak v nasem zivoté existuje
mnoho paradoxii a etika je jednim z nich. Rikd
nam, ze bychom méli délat to ¢i ono, a to, co
delame, délat svobodné. To je vskutku kantovsky
paradox.

Karl R. Popper

Mechanika jako véda ma své pocatky v dobé nejvyznamnéjsi odluky stie-
doveké veédy a viry. Badatelé, jako byli Kopernik, Kepler, Tycho de Brahe
a Galileo, se jen malo starali o filosofii a teologii, nebot’ byli zcela uchva-
ceni postupnym objevovanim fyzikalnich zakont, jimiz se fidi nejen télesa
na Zemi, ale i cela soustava nebeskych téles. Spolecnost a jeji predstavitelé
vSak nepfijimali nové poznatky snadno. Zejména cirkev si uvédomovala, ze
vyviklanim nékolika kamenti se mtize nakonec cela jeji hierarchické stavba
zhroutit.

Stfedoveka filosofie neznala primat rozumu; nad rozum stavéla vyssi
autoritu, Pismo svaté a nadpfirozené zjeveni v ném skryté. Z Pisma se od-
povidalo nejen na otazky tykajici se svéta nadptirozeného, ale i na otazky
svéta vezdejsiho. Pritom byl bran v potaz také Aristoteles, ktery byl za do-
by rozkvétu scholastické filosofie zvan ,,predchiidcem Kristovym v ptirod-
nim védeéni®.

Aristoteles dovedl predpovédét napiiklad prabéh Sikmého vrhu, ale ne-
doved] o ném uvést zadné ¢iselné udaje. Do své predpoveédi zahrnul i odpor
vzduchu, ale nedovedl jej oddglit jako nepodstatny jev od podstatného jevu,
totiz od konstantniho gravita¢niho zrychleni. Proto tvrdil, Zze vSechna télesa
padaji k zemi rovnomérné, aviak Zelezo rychleji nez dfevo. Sikmy vrh popsal
Aristoteles takto (obr. 2.1): kdmen se pohybuje pfimocaie po draze AB,
v bodé B se unavi a spadne po draze BC. Drahu ABC je mozné povazovat za
tecny k balistice, vyznacené ¢arkované. Vyrok Aristoteltiv tedy neni faleSny,
ale neptesny. To jesté nebyla véda, ale pouha pfirodni filosofie.



Obr. 2.1

Zakladni dogmata stfedoveké cirkve se daji shrnout takto: V' Adamu
lidstvo zhresilo, v Kristu bylo vykoupeno. Svét byl pruhledny v prostoru
ivease. Clovék mél poudeni o d&jinach lidstva od stvofeni svéta az
k poslednimu soudu. Do nebe stalic bylo vidét kazdé noci, Bith byl ¢loveku
blizky. Véci, po nichz by se mohl stiedoveky clovek jesté tazat, bylo malo.
Zem¢ je stiedem svéta, v némz nehybné tkvi, ¢lovek je korunou a panem
tvorstva, kvili ¢lovéku je zde svét i Zemé.

Nenahle vSak ovladl ndzor, ze Zemé nema podobu ploché desky, ale ze
je kulata. Co je vSak na spodni poloviné koule? Je snad dokonce také obyd-
lena lidmi? Existuji protinozci? I o tom se hledalo pouceni v Pismu. AvSak
pozvolna se uplatiiuje nazor Koperniktiv, podle kterého se Zemé otaci ko-
lem své osy a zaroven i kolem Slunce. Svét Kopernikiv byl vSak stale jeste
svétem konecnym, omezenym nebem stlic. Jeho u€eni bylo vysvétleno
v knize De revolutionibus orbium caelestinum, kterd vysla roku 1543.
V téchto myslenkach pokracovali Galileo Galilei a Giordano Bruno. Prvni
exaktn¢, druhy filosoficky. A co vSechno nezplsobili! Zemé prestala byt
sttedem svéta, Clovek prestal byt sttedem stvofeni, vesmir se stal prostorove
nekonenym, neni jiz omezen nebem stalic. Hvézdy byly vypéaceny ze
svych pevnych sfér, byl rozbit pevny obal stalic obklicujici vSechno a ¢lo-
véku se oteviel volny rozhled do nekonecného prostoru s nespocetnymi
jinymi svéty mimo slune¢ni soustavu. Cirkevni dogmata se stala velmi po-
chybnymi. Proto byla Kopernikova kniha na zékladé¢ odborného posudku



dana na index zakéazanych knih. Stalo se tak roku 1616, tedy 73 let poté, co
kniha vyS$la. Zminény posudek zné¢l takto:

Tvrdit, Ze Slunce nepohnuté stoji ve stredu sveéta, je nesmysiné, filoso-
ficky klamné a primo kacirské, ponévadz je to ve ziejmém rozporu k Pismu
svatému. Tvrdit, Ze Zemé nestoji ve stiedu sveta, ze neni nehybnd, nybrz ze
se dokonce denné otdci, je nesmysiné, filosoficky klamné, je to prinejmen-
Sim chybna domnénka.

Kopernikova kniha zistala na indexu plnych 141 let. Kopernik ptitom
své objevy cely zivot skryval a knihu vydal teprve na sklonku svého Zivota.
Sam o tom napsal: Nikoli devet let, nybrz ctyrikrat devet let choval jsem
spis u sebe, az konecné vynikajici ucenci na mne naléhali a mé k tomu méli,
abych déle z bazné neotdlel s uverejnénim. Prvy exemplat knihy mu byl
podan do ruky na smrtelné posteli, kdy jiz pozbyl védomi. Kopernik véno-
val své dilo papezi Pavlu III. Dedikace byla pfijata, avSak spis byl doplnén
predmluvou kazatele Osiandera z Norimberku. Ten zdtiraznil, Ze jde o pou-
hou matematickou hticku. Nové ndzory, ¢teme tam, snad jsou stejne dobré
jako staré, a nikdo nesmi ocekavat, ze by astronomie dovedla ucit nécemu,
co by bylo jisté. To rozzlobilo mladého dominikanského mnicha Giordana
Bruna (1548-1600), ktery rozeznal, ze pfedmluvu nepsal Kopernik, ale
néjaky nevédouci a samoliby osel, jenz ostatnim oslium chtel knihu upravit.

Martin Luther se vymyslu Kopernikovu prost¢ vysmal, kdyz napsal:
Ten blazen chce celé umeéni astronomické prevratit. Ale Pismo Svaté pravi
nam, ze Josua kazal Slunci tise stati, nikoli Zemi. Josua tedy zastavil podle
tohoto biblického piibéhu pohyb Slunce. Nemohl by Slunce zastavit, kdyby
stalo. A v zalmu stoji psano o Hospodinu, ze okrslek zeme upevnil, aby se
nepohnul (Zalm 93,1). Proti Kopernikovi byl dokonce i Jan Amos Komen-
sky, ktery se pokusil Kopernikovo ueni vyvratit ve spise Refutatio astro-
nomiae Copernicianae. Tento spis se do naSich dnli nezachoval. Protestant-
sky teolog F. Melanchthon zase napsal ve svych Zdkladech fyziky (Initia
physicae), ze takové podivniistky se vymysleji z pouhého novotarstvi, a aby
se projevila rozumova bystrost. To vSak neni slusne, muze to davat skodlivy
priklad. Clovék se pousti do takovych absurdnich myslenek, jen aby svého



ducha cvicil, misto aby v bdzni Bozi prijimal pravdu zjevenou a tou se spo-
kojil, zvlaste kdyz novad nauka vyroku bible patrné odporuje.

Tycho de Brahe (1546-1601) 1 Johannes Kepler (1571-1630) marné
usilovali o to, aby néjakym kompromisem uvedli Kopernikovo u€eni do
souladu s cirkevnimi dogmaty. Stalo se, ze Giordano Bruno, plny neklidu
a vasn¢, ukazal k nutnym disledkim Kopernikova uceni a neohrozené po
celé Evropé¢ hlasal nové nazory. Na svou stranu ziskal francouzského krale
Jindficha IIT (1574-1581), vyslySela ho 1 anglicka kralovna Alzbéta (1558—
1603), kterou velebil pro jeji moudrost. Ta ho vSak povazovala za nebez-
pecného radikala, nezkrotného rozvraceCe. Nakonec byl Bruno zatracen
cirkvi katolickou 1 protestantskou, ztracel pratele, které si Casto zbyte¢né
svym vystupovanim zneptatelil. Vratil se do italskych Benatek, kam ho
vylakal jeho udajny piitel Mocenigo. Pak ho udal Svaté Inkvizici. Bruno
své uceni nakonec odvolal, ale nebyl propustén, protoze si ho vyzadala
vy$§i instance v Rim&. Tam stravil ve vézeni 1éta 1593—1600. Tentokrat
odmital cokoliv odvolat. Podvakrat dostal vzdy lhitu Ctyficeti dndl, aby si
vSe rozmyslel, ale nakonec byl odsouzen a vydan svétské moci
k ,,milosrdné* smrti upalenim. Jesté mu bylo po rozsudku déno poslednich
osm dni na rozmyslenou, ale marné. Ke svym soudciim prohlasil: Mozna ze
vy, moji soudcové, vyndsite tento rozsudek proti mné s vetsim strachem, nez
jej ja prijimam.

Mezitim Galileo Galilei (1564—1642) horlivé a neunavné pokracoval
ve svych vyzkumech. Roku 1608 si vyrobil dalekohled a zjistil to, co Ko-
pernik pouze deduktivné odvozoval. Galilei objevil, jak se otaceji Jupitero-
vy mésice, vylozil Mlécnou drahu jako skupinu hvézd, nalezl, ze se Venuse
otac¢i kolem Slunce. V dopisu Keplerovi r. 1597 napsal:

Je to nestesti, Ze ti, kteri hledaji pravdu a Zadné nesprdavné metody ne-
sleduji, jsou tak vzacni. Pred mnohymi lety jsem dospél ke Kopernikovu
nazoru a nalezl jsem z tohoto hlediska priciny mnoha prirodnich vikazu, jez
nelze obycejnou hypotézou vylozit. Napsal jsem mnohé diivody pro i proti,
jez jsem se vsak dosud neodvazoval vydat na svétlo, nebot jsem byl zastra-
Sen osudem naseho ucitele Kopernika. Ten si u nékolika lidi ziskal nesmr-



telnou slavu, u nescetnych vsak — je tolik blaznit na svete! — se stal predme-
tem vtipu a posmechu.

Vyvody Kopernikovy a Brunovy bylo mozno povazovat za omyl, za
sofisma, za spekulaci. Ale Galilei odkryl fakta, o nichZz nebylo mozno po-
chybovat, o nichz bylo mozno se v dalekohledu kdykoli znovu ptesvédcit.
To vzbudilo uzas a zdé&Seni. Galiletv spis byl roku 1632 ihned zakézan
a o rok pozd¢ji Galilei Svatou Inkvizici odsouzen, aby klece odptisahl celé
uceni. Musil ptiznat, ze nespravné je uceni, ze Slunce je nehybny stied sve-
ta, Zemé Ze naproti tomu neni stred sveta a pohybuje se. Musil déle piisa-
hat, ze priste ani ustné, ani pisemné nic nevyslovi, z ceho by se uceni to
dalo vyvozovat, naopak zZe Svaté Inkvizici udd, pozna-li néjakého kacire
nebo nékoho, kdo by byl z kacirstvi podezrely.

Tim si Galilei zachrénil Zivot. Oslepl a zil az do smrti v domacim v¢-
zeni. Zemtel ve véku 78 let. Jeho kiivou ptisahou nebyl pohyb Zem¢ zasta-
ven, nebyl zastaven ani ob&éh novych nazorti a myslenek, ptestoze tisknout
i takové knihy, v nichZ se uc¢i, ze se Zemé toci kolem Slunce, je dovoleno
teprve od roku 1822.

Muzeme si klast otazku, ktery z obou muzi — Bruno ¢i Galileo — se za-
choval spravnégji. Etika ndm prikazuje setrvat u objevené pravdy. Zaroven
vSak pozaduje, abychom tento ptikaz splnili dobrovolng. V tom je jeji ,,kan-
tovsky paradox“. Ve skutecnosti nebylo tak dulezité¢, zda Galileo svou
svobodné vyslovit a hlasat. Nebeska mechanika, na které méli rozhodujici
podil Kepler, Tycho de Brahe, Kopernik, Galilei a Newton, tehdy oteviela
brany pokroku a pfispéla k rozvoji vSech véd, ktery je nemyslitelny bez
svobody, nejcennéjsiho lidského statku. Jak napsal Carl L. Becker: Kazdd
zemé, ktera mysli vic na své pohodli a klid nez na svou svobodu, ztrati svou
svobodu a ironie pritom je, Ze ztrati také své pohodli a klid.

Metoda, kterou pracoval Galilei, uz méla vSechny atributy védecké
prace. Vyslovil hypotézy, které byl pfipraven odvolat, kdyby se neosvédci-
ly. Kriticky zkoumal vysledky vlastnich pokust, aby vylou¢il mozné chy-
by. UkéZzeme to na piikladu, jak zkoumal volny pad. Cas méfil pulsem na



své ruce. Potiebné pohybové zakony odvodil podle obr. 2.2. VSiml si, ze
draha s je ,,souCtem vySek* v grafu znazoriiujicim zavislost rychlosti v na

Case f (coz je naznak integrace s = I vdt , kterou vSak Galilei jesté neznal).

Rovnomérny pohyb Zrychleny pohyb
A
1 ~ v v =at
Ve s =(12)tat
§=ct = a2
t t
Obr. 2.2

Nejprve zkusil odvodit zdkon zrychleného pohybu volného padu z pted-
pokladu, Ze rychlost je umérna draze. To se vSak neosvédcilo, a tak predpo-
klad zménil, jak uvedeno na obr. 2.2 vpravo. Predpokladal, ze volny pad je
rovnomeérné zrychleny pohyb, a chtél se o tom experimentalné piesveédcit.
Nem¢l v§ak moznost zméfit prubéh tak rychlého déje. Proto misto toho pous-
tél kulicky na naklonéném prkné (naklonéné roving) se zafezy ve vzdalenos-
tech 1, 4, 9, 16, 25 dm. Kuli¢ky tukaly rovhomémé, coz odpovidalo zdkonu
uvedenému na pravé polovingé obr. 2.2. S tim se vSak Galileo nespokojil.
V jeho mysli se objevila pochybnost: plati totéz pro volny pad, co pro naklo-
nénou rovinu? Je teba dokéazat, ze vysledna rychlost pohybu (pfi stejném
rozdilu vysek) je nezavisla na ihlu naklonéni roviny. To bylo tfeba dokézat
experimentalné. Galileo k tomu pouzil kyvadlo, které tvoii koule zavéSena na
ohebném lan¢. Tomu se do cesty miize nad bodem C nastavit kolik (obr. 2.3).
Galileo zjistil na tomto kyvadlu, ze koule vypusténa s nulovou pocatecni
rychlosti z bodti B, By, B, dospéje vzdy do stejného bodu D, ma tedy v bode
C vzdy stejnou rychlost, nezavisle na strmosti drahy BC, popr. B;C a B,C.
Proto vysledna rychlost koule nemize zaviset na naklonéni roviny a bude
stejnd 1 pii volném padu, tj. pfi vertikdlni naklonéné rovin€, ovSem pfi stej-
ném rozdilu vysek. Témito damyslnymi pokusy Galilei obeSel nutnost méfit
¢as volného padu, k cemuz nemél pottebné prostiedky.
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Obr. 2.3

O tom, jak Galilei dokazoval nezavislost gravitacniho zrychleni na
hmotnosti padajiciho télesa hazenim rtizné tézkych téles z véze, koluji v li-
teratufe nepravdivé smyslenky. Galilei dobie védé¢l, ze zelezna koule by
dopadla na zem dfive nez dievénd, vypusténa ve stejném okamziku ze stej-
né vysky. To védél uz i Aristoteles. Proto také védél, ze by takovym poku-
sem své protivniky o své pravdé neptesveédcil. Ve skutecnosti $lo o myslen-
kovou dedukci: pustim-li z véze dve stejna jednokilova zavazi, budou padat
stejné, svazu-li je tenkou nitkou; nic se na jejich padu nezméni, jenZe nyni
pujde o jedno dvoukilové zavazi. Proto na hmotnosti nezélezi, volny pad
probihé bez odporu vzduchu u vSech téles s tymz tihovym zrychlenim.

U kolébky mechaniky jako védy je tedy grandiézni konflikt mezi vé-
dou a virou, ktery jsme se pokusili popsat. Lidstvo se poucilo, v moderni
dobé¢ jsou védecké poznatky bézné pfijimany a Sifeny a rizna nabozenstvi
je — az na vyjimky — asimiluji a nebrani se jim. Ale je tomu tak opravdu?
Uz za francouzské revoluce bylo popieno katolické nabozenstvi a vyhlasen
kult Rozumu a Nejvyssi bytosti. Francouzi se vSak brzo vratili ke katolic-
kému nabozenstvi, nebot’ bylo konec koncti rozumnéjsi. I ve dvacatém sto-
leti jsme byli svédky, jak byly v autoritativnich reZimech s pseudonabozen-
skymi ideologiemi (faSismem a komunismem) z ideologickych divoda
zatracovany celé védni obory. Abychom zustali u mechaniky, tedy Einstei-



nova relativistickd mechanika byla v Hitlerové Némecku odsuzovéna jako
Zidovsky vymysl, kterym se méla podkopat arijska vira v absolutno. Na dru-
hé strané byly 1 paranoidni vytvory vydavany za védu, mél-li jejich autor
oporu u statnich autorit v uzaviené spolecnosti. To byl pfipad universitniho
profesora a vzdélaného komunisty FrantiSka Kahudy (1911-1987), svého
casu Ceskoslovenského ministra Skolstvi (ministrem byl v letech 1956—
1963), vynalezce mentioni jakozto elementarnich castic mysSlenek, jez
vznikaji excitaci psychont (coz jsou superlehké elementarni ¢astice), a mo-
hou se pohybovat i rychlosti prevysujici rychlost svétla ve vakuu. Pak se
mentiony stavaji nositeli zdporné energie. Mohou proto odebrat fyzikalnim
piistrojiim energii. Kahuda vedl statem bohaté¢ dotovany vyzkum a ,,doka-
zal®, ze silou mySlenky lze zastavit vétrni¢ek roztoceny elektromotorkem
ve vakuu, a to az na vzdalenost asi 800 km [KAHUDA (1975), (1980)].
Jako psychotronik uroval, kde jsou nové loziska hnédého uhli, a tam se
pak uskuteciiovaly nédkladné geologické vrty, ale uhli se nenaSlo. Jinym
takovym ptikladem je novéa teorie gravitace, kterou vynalezl neblaze pro-
sluly ,,normalizacni* ministr Skolstvi profesor Jaromir Hrbek (1914-1992)
[HRBEK (1979)]. Takovych piikladi bychom mohli uvést mnoho, a to
nejen z mechaniky [BLAZEK (1994)].

Je na Case Ctenaftim vysvétlit, pro¢ tyto piibéhy pfipominame. Inu pro-
to, Zze 1 v dobé superpocitaci a internetu (avsak také islamského fundamen-
talismu a terorismu) hrozi nebezpeci, ze se vzdalime od védeckych metod
a propadneme moédnim trendiim, naptiklad fetiSizaci moderni vypoctové
techniky. Etolog Konrdd Lorenz o tom v knize [LORENZ (1997)] pise:
Bohuzel se vsak slast z obsluhy pocitace miize pod vlivem slasti z fungovani
osamostatnit stejné jako jiné cinnosti. Pak jiz pouzivani pocitace prestiva
byt prostiedkem k dosazeni urcitého cile a stava se samoucelem. Jinymi
slovy: mlady védecky pracovnik bude davat prednost tem uloham, k jejichz
Feseni muze hojné vyuzivat pocitace. Opravdu je dnes snaz$i najit zdatné
programatory nez zdatné experimentatory a védce, schopné kriticky posu-
zovat vysledky vyzkumné prace. Zakladem pokroku je svobodné stietavani
myslenek a kazda jednostrannost je jeho brzdou. Jen tehdy, je-li moderni
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vypocetni a sdélovaci technika pouzivana ve sluzbach kritického mysleni,
jde o vskutku neocenitelny nastroj otvirajici nové obzory, nastroj, o kterém
se diivéjSim generacim nemohlo ani snit.

Mechanika jako véda neni starSi nez Ctyfi stoleti. Netyka se jenom stro-
ju, jak by nazev naznacoval. Jde o védu, ktera uz ve svych zacatcich pohnu-
la d¢jinami. A jako kazda skutecnd véda je 1 ona nikdy nekoncicim dobro-
druzstvim poznani [POPPER (1992)].
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Newtonovo jablko

O Siru Isaacu Newtonovi (1642—1727) se traduji dvé ptihody:

1. Sviij gravitacni zakon Newton objevil, kdyz sedel v ovocném sadu
a na hlavu mu spadlo jablko. Asi bylo cervive.

2. Sedmadvacetilety Newton se stal vedoucim katedry, kdyz mu jeho
predchudce Isaac Barow roku 1669 postoupil své misto, protoze povazoval
Newtona za schopnéjsiho.

Jenom jedna z té€chto piihod je pravdiva. Kdybychom se naSich ctenait
dotazali, kterd ptihoda se jim zda pravdépodobnéjsi, vétsSina by asi oznacila
prvni. Opak je pravdou. Druhou pfihodu potvrzuji znalci historie pfirodnich
véd a prvni ptihodu vyvraci sém Newton, kdyZ o svych vyzkumech a ,,ma-
tematickych principech®, z€asti uvetejnénych nejprve v knize De motu cor-
porum vydané roku 1684 a pak v uplnosti v knize Philosophiae naturalis
principia mathematica (1687) prohlésil, ze jsou vysledkem ,,usilovného
a nepretrzitého piremysleni“. Pfesto se budeme prvou piihodou zabyvat,
nebot’ ndm da prilezitost zamyslet se nad druhym Newtonovym zakonem.
Jde totiz o volny pad jablka, ktery tento zdkon popisuje, a nas bude zajimat,
jaka sila Newtona do hlavy vlastné uhodila.

Vétsina stiedoskolakt si ze Skoly pamatuje druhy Newtontv zakon ja-
ko vétu ,,sila rovnd se hmota krat zrychleni®, kterou lze napsat ve tvaru
rovnice ' = ma. To je vSak velmi povrchni znalost. Pfedevsim sila a zrych-
leni jsou vektory, takZze uvedena rovnice by méla spise vypadat takto:

F=ma. (3.1

Odpovéd’ nés neuspokojuje také proto, ze nevime o ,,hmoté* nic. Je to
totéZ jako hmotné téleso? Jakého tvaru, jak velké? Jaké ma vlastnosti? Kde
ma sila F plsobisté? Vektor a je zrychlenim tohoto plisobisté ¢i jiného bo-
du? A jakého? A neméli bychom spiSe mluvit o hmotnosti misto o hmot¢?
Poznamenejme jesté, Ze rovnici (3.1) v Newtonovych spisech nenajdeme.
Newton uvefejnil svllj druhy zakon v podobé latinské véty, které odpovida
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: d o L ..
rovnice F :d—(mv), kde v znaci rychlost a soufin mv hybnost. Rovnici
t

(3.1) odtud dostaneme, nezavisi-li hmotnost m na ¢ase.

V nékterych ucebnicich se rovnice (3.1) oznacuje jako pohybové rov-
nice hmotného bodu. Tim se rozumi tak mald hmotna castecka, Ze se jeji
rotacni setrvacnost pfi pohybu popsaném rovnici (3.1) prakticky neprojevu-
je. Uvedena rovnice vsak plati pro jakékoli téleso pfi jeho translacnim po-
hybu, pfi kterém je v kazdém okamziku rychlost vSech bodi télesa stejna,
V= V(t). Pak je ovSem stejné i jejich zrychleni a=dv/ds. Sila F, coz je
Jablko padajici na Newtonovu hlavu tyto predpoklady velmi dobfie spliuje.
Jedinou silou putsobici na jablko je jeho sila tize, takze F =mg, kde g je
tthové zrychleni. Je tedy a =g . Je to vsak sila tize, kterou na své hlave uciti

Newton? To jisté ne. Ze zkuSenosti vime, ze tato sila bude zaviset na vysce,
z které jablko spadlo, a je vétsi nez sila tiZze. KdyZ se studenta dotdZzeme, co
je to tedy za silu a kde se bere, mozna nam odpovi, Ze je to setrvacna sila.
To je vSak sila, kter4 byla definovana v souvislosti s d’Alembertovym prin-
cipem. Ten se v ucebnicich nejcastéji vyklada jen povrchné. Pry staci pre-
vést pravou stranu rovnice (3.1) na stranu levou, takZe dostaneme
F—ma=0. D’Alembertiiv princip vSak nevznikd pouhym pievedenim jed-
noho ¢lenu rovnice na druhou stranu. Vytvaii novy pojem setrvacné sily
a ma pro mechaniku dalekosahly vyznam. Jesté se k nému pozdéji vratime.
Formaln¢ miizeme posledni rovnici zapsat jako rovnici rovnovéahy, kdyz
napiSeme

F+S=0, S=-ma=-mg. (3.2)

Symbol S zna¢i setrvacnou silu. Sily F a S tvofi rovnovazny systém
(jsou v rovnovaze). KdyzZ se studenta zeptame, co je to rovnovaha, zpravi-
dla nedostaneme uspokojivou odpovéd’. Jablko ptfece — a o jablko jde! —
vrovnovdze neni, kona zrychleny pohyb. A jaky je rozdil, jsou-li
v rovnovaze sily nebo je-li v rovnovaze téleso? Protoze vime, Ze na jablko
pusobi pouze sila tize F, pak kde plisobi setrvacna sila S? Povazujeme-li
silu tize F za akci, ktera plisobi ze Zemé na jablko, pak podle tfetiho New-
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tonova zakona plisobi stejn¢ velka sila, ale opa¢ného smyslu, na Zemi. Ja-
blko tedy Zemi nadlehcuje, ovSem tak malo, Ze to na polohu Zemé a jeji
pohyb nema zadny vliv. Kde ma sviij protéjSek setrvacna sila S? Podle dru-
hé z rovnic (3.2) piisobi setrvacna sila vzhiru, protoze tihové zrychleni pi-
sobi dolii. Oznacime-li setrvacnou silu za akci, muselo by nahote byt n¢jake
téleso, na které by piisobila smérem dola reakce (podle tietiho Newtonova
zékona). Tam vSak zadné téleso neni. V prostoru spjatém se Zemi, ktery je
velmi ptiblizn€ inercidlni, neni proto setrvacna sila vngjsi silou, jez by jak-
koli pasobila na hmotu jablka. To vSak neznamend, Ze tato sila neexistuje.
Je to objemova sila, kterou se téleso — obrazné¢ fec¢eno — brani zmeéné svého
pohybového stavu, tedy zrychleni. Vznikd uvnitt télesa a vnéjsi pozorovatel
na Zemi ji nemize jako vnéjsi silu pozorovat. Kdyby to totiz byla vné&jsi
sila, byla by prvni z rovnic (3.2) podminkou skute¢né rovnovahy, pii které
je jablko vzhledem k Zemi v klidu, nepohybuje se. Tak tomu ovSem béhem
padu jablka neni.

Vzijme se nyni do postaveni Cerva uvnitf jablka. Ten nevi, co se
s jablkem déje. Az do zacatku padu jablka citil, Ze je pfitlaovan svou tizi
(ovSem nepatrnou) ke dnu své chodbicky. Béhem padu jablka tento tlak
zmizi, ¢erv se bude citit byt ve stavu beztize. Pro n¢ho bude setrvacna sila
stejn€ realnd jako vnéjsi sila tize a jejich Gi¢inky se budou rusit, jak to vyja-
dfuje prvni z rovnic (3.2). Bude to tedy z jeho pohledu sila vnéjsi. Kdyby
toho byl schopen, mohl by si ¢erv myslit, Ze jeho sila tize byla uvedena do
rovnovahy s novou gravitacni silou, kterd na né¢ho pusobi shora z né¢jakého
velkého t8lesa, takZe vysledna sila na n&ho piisobici je nulova.” Setrvacna
sila S se objevila v prostoru spjatém s jablkem jako vnéjsi sila. Proto se
setrvacna sila fadi k silam zjevenym ¢i zjevnym (apparent forces). Prostor
spjaty s jablkem, v némz se setrvacna sila jevi jako sila vnéjsi, vSak neni
inercidlni, takze o skute¢nou rovnovahu nejde, rovnice (3.2) je ekvivalentni
s rovnici (3.1) a je to tedy pohybova rovnice, jakkoli formalné vypada jako
rovnice rovnovahy. V nékterych ucebnicich se rovnice (3.2) oznacuje jako

* L3 7w o r . . w o r *17vo r .
Ekvivalence G¢inkl zrychleni a gravitace je ostatné jednim z pilifti obecné teorie
relativity.
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,rovnice dynamické rovnovahy*, coz je protimluv, kterému je 1épe se vy-
hnout. Pojem rovnovahy ma tu vlastnost, Ze jej vSichni uzivaji, ale jen ma-
lokdo jej umi definovat.

Setrvacna sila S je po celou dobu padu jablka rovna sile tize F (s opac-
nym znaménkem). Proto to neni sila, kterou uciti Newton na své hlavé. Mu-
sime sledovat, co se d&je, kdyz se jablko dotkne hlavy. Protoze vSechny
vektory maji spole¢nou vertikéalni vektorovou pfimku, budeme dalsi rovnice
psat uz jenom ve skalarnich slozkach. Mezi Newtonovou lebkou a jablkem
vznikne tlakova vnitini reakce R(¢), ktera zavisi na Case t. Plisobi spojité
rozlozend v dotykové plose na jablko nahoru, na lebku dolt. Pohybové rov-
nice (3.1) se po dopadu jablka na Newtonovu hlavu zméni na tvar
—R(t)+ F =-ma(t)+mg . Druhé Cleny na kazdé strané rovnice se zrusi,
takZe bude

—R(H)-S()=0, S(t)=-ma(t). (3.3)

Zrychleni @ vznika pasobenim sily R a sméiuje nahoru, je to tedy
zpozdéni padajiciho jablka, které je velké a za velmi kratky ¢as jablko za-
stavi. Vysledné zpozdéni jablka bude tedy a =a — g. V okamziku, kdy se
jablko zastavi, nabyva sila R maxima. Jablko se pak od lebky odrazi vzhu-
ru. Setrvaéna sila S, ktera pasobi dold, je v tomto okamziku mnohem vétsi
nez sila tize, a tedy nez setrvacna sila S (v absolutni hodnot¢). Je to vSak
ona, ktera ptisobi na Newtonovu hlavu? Neni! Setrvacnd sila je objemova,
kdezto na hlavu ptsobi sila povrchova. Je to reakce R(¢). Jeji Casovy pru-
beh zavisi na deformacnich vlastnostech jablka a lebky. Vypocet této sily
uz spada do teorie razu, k némuz se jesté vratime.

Ptiklad padajiciho jablka je analogicky s padem parasutisty, ktery vy-
skocil z letadla. Sila tize F' =mg mu udé€luje zrychleni g. KdyZz na tuto po-
hybovou rovnici aplikujeme d’Alembertiv princip, dostaneme F+S=0,
S =—-mg . Kdyby setrvacna sila S byla skute¢na sila, vyrovnala by ucinek
sily F' (jejich soucet je nulovy) a zddny volny pad by se nekonal. Jistéze
nikdo nebude tvrdit, Ze na volné padajici téleso piisobi skutecna sila S (stej-
n¢ velka jako tize) smérem vzhiru! Jenze kdyz se vzijeme do paraSutisty,
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ktery pravé vyskocil z letadla, pak ten pociti v prvnich okamzicich po vy-
skoku sviij stav skute¢né jako stav beztize. Pro n¢ho je sila § silou zjevnou,
a nikoli setrvacnou (jeho relativni rychlost k unaSenému prostoru je totiz
nulovd, takze druhotné zrychleni je rovnéz nulové) a povaha této sily je
stejné jako povaha kazd¢ jiné ak¢ni sily. Vnima ji jako realnou vnéjsi silu,
ktera skute¢né¢ kompenzuje vliv tize. Pocit vlastni tize se paraSutistovi vrati
teprve, kdyz se mu otevie padak.
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Rovnovaha ve statice, dynamice
a termodynamice

Prolistujeme-li uc¢ebnice fyziky a mechaniky, at’ uz stiedoskolské nebo vy-
sokoskolské, a ovSem i rtizna skripta, najdeme slovo ,,rovnovéha“ v nejriz-
n¢jsSich souvislostech. Jde naptiklad o rovnovahu sil, hmotnych bodd, jejich
soustav, o rovnovahu téles, o rovnovahu statickou, dynamickou, relativni,
relativni klidovou, labilni, indiferentni a stabilni, rovnovahu v kapaling,
rovnovahu tepelnou a termodynamickou. Hleddme-li vSak definici pojmu
,rovnovaha“, zpravidla nenajdeme nic. N&jak se predpoklada samoziejma
znalost tohoto pojmu, kterou dité ziskavd od maminky, kdyz se u¢i mluvit.
7ivy jazyk ma vsak pro tento pojem i dalsi, sice ndzorné, aviak v mecha-
nice sotva vyuzitelné vyznamy. Tteba opilec, ktery vravora, a piece neu-
padne, si zachoval svou rovnovahu. Podivame-li se do nékterého z nauc-
nych slovnikil, dovime se jest¢ vice. Napiiklad v Malém nau¢ném slovniku,
ktery vydal nakladatel B. Ko¢i roku 1925, se piSe, ze ,,rovnovaha je smysl,
jimz se spravuji pohyby a postaveni hlavy a tim vzpfimeny stoj i chize.
(...) Rovnovaha sil télesnych i dusevnich je podle Alfreda Fouilléa pod-
minkou zdravého vyvoje dusevniho a odtud dulezitost i télesné vychovy.
Rovnovaha ve fyzice je stav, kdy sily plisobici na téleso se navzajem rusi.
Rovnovéaha dynamicka je stav, pii némz se dé&ji v soustave stalé zmény, ale
tak, ze celkovy stav se neméni.*

Napadne nas, ze bychom uspokojivou definici méli hledat spise ve
specialni literatuie. Tou je dozajista anglicko-¢esky terminologicky slovnik
teorie strojii a mechanismtl, uvefejnény v prvnim ¢&isle Bulletinu Ceské spo-
le¢nosti pro mechaniku v roce 1998. V ném je uvedena tato definice rovno-
vahy: je to ,,stav soustavy sil a silovych dvojic, kdy vysledna sila a vysled-
na silova dvojice jsou soucasné rovny nule*. Pozoruhodné je, ze v anglické
verzi je toto heslo nadepséno ,,EQUILIBRIUM®, kdezto v ¢eském piekladu
je nadpis ,,ROVNOVAHA SIL“. Autofi &eského piekladu si tedy byli vé-
domi urcité slabiny anglické verze a nadpis upravili. Pozd¢ji ukazeme proc.
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Podle posledné uvedené definice je tedy rovnovéaha vlastnosti soustavy
sil. Nic se tam nefika o tom, jak a na¢ tyto sily ptisobi. Pak ovSem tato defi-
nice ztraci smysl. Ctenaft, ktery by o rovnovéaze nic nevédél a hledal v této
definici pouceni, urcit¢ by nezmoudiel. Kromé toho se z takové definice
nedaji odvodit druhy rovnovahy (stabilni, indiferentni, labilni). Sily nikdy
nepusobi samy o sob¢, ale vzdy mezi télesy. Kdyby nebylo téles, nebylo by
ani sil. Rovnovaha v mechanice musi byt proto pojmem vztahujicim se na
télesa, a nikoli na sily. To, co je uvedeno v citovaném slovniku, je ve sku-
teCnosti definice rovnovazné soustavy sil (a silovych dvojic), kterd — pokud
pusobi na urcité tuhé téleso — neovlivni jeho pohybovy stav. Vyjadiime-li
tuto definici v matematické form¢, dostaneme podminky rovnovdhy. To je
néco jin¢ho nez rovnovaha.

Mozna ndm pomuze, vratime-li se o jedno stoleti zpét. Napiiklad Au-
gustin Foppl, profesor Technické vysoké Skoly v Mnichové, vydal své
piredndsky o technické mechanice v Sesti svazcich. V tivodnim svazku
zroku 1905 se o télesech pohybujicich se v inercialnim prostoru pise:
O tuhém télese Fikame, Ze je v rovnovaze, kdyz je bud' v klidu anebo kond
posuvny primocary pohyb s konstantni rychlosti. Od rovnovahy télesa je
vSak treba prisne odlisit rovnovahu sil na néj piisobicich. O danych sildach
totiz také rikame, Ze se udrzuji v rovnovaze, kdyz dalsi pohyb télesa se deje
presné tak, jako kdyby zminéné sily na néj nepiisobily.

Na této definici je pozoruhodné, Ze se omezuje na tuha télesa jsouci
v klidu nebo konajici rovhomérny transla¢ni pohyb. Rovnovaha se zde de-
finuje jako zvlastni pohybovy stav tuhého télesa. To znamena, ze naptiklad
rovnomeérné rotujici setrvacnik, i kdyz na néj plsobi pouze rovnovazna sou-
stava sil, v rovnovaze neni! Pfijmeme-li tuto definici, pak jejim disledkem
je, ze kazda cast télesa jsouctho v rovnovaze je rovnéz v rovnovdze. Toho se
vyuziva v mechanice poddajnych téles (z télesa uvolnujeme myslenymi
fezy nekone¢né malé elementy a piSeme pro n¢ podminky rovnovahy). To,
ze se Foppl nejprve omezuje jen na tuhd télesa, umoziuje stru¢nou formu-
laci definice. Jinak by se musela pfipojit podminka statick¢ho (tj. velmi
pomalého) ptikladani rovnovazné soustavy sil, aby nedoslo k rozkmitani
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télesa, a tim k poruSeni rovnovahy. Tento pojem rovnovdihy télesa Foppl
rozliSuje od pojmu rovnovdhy sil. Tim rozumi jejich rovnovaznou soustavu.
I kdybychom tedy piijali pojem rovnovaha sil, musili bychom slovnik do-
plnit jesté o definici rovnovahy télesa.

Foppl se déle v této kapitole vénované rovnovaze zamysli nad pasobe-
nim sil, které déli na povrchové a objemové. Protoze sily plisobi jen mezi
télesy, a to podle zédkona akce a reakce, miZzeme si predstavit télesa rozde-
lena na velmi malé Castecky, ,,hmotné body*, a sily mezi dvéma takovymi
casteckami znazornit dvéma osamélymi (koncentrovanymi) silami plsobi-
cimi na spojnici obou bodi, stejné velkymi, ale opacnych smysli. S touto
piedstavou vSak vzdy nevysta¢ime. Rozd€lime-li naptiklad tyCovy magnet
na malé casteCky, bude se kazdd znich chovat jako uplny magnet, coz
znamena, ze ma dva pdly, takze k jeji reprezentaci potiebujeme dva body.
Abychom 1 tyto piipady jednoduse postihli, mizeme zakon o akci a reakci
modifikovat tak, ze slou¢ime akce i reakce plisobici mezi dvéma télesy do
jedné soustavy sil, ktera by piisobila na jedno tuhé téleso (naptiklad na ta-
kové, které vznikne tuhym spojenim obou zminénych vzajemné ptsobicich
téles), a tato soustava by byla v rovnovaze (Slo by tedy o rovnovaznou sou-
stavu sil). A pak je jedno, jde-li o sily povrchové nebo objemové (napf.
gravitani, magnetické nebo elektrické ¢i elektromagnetické). Pozname-
nejme, ze Foppl povazoval pojem rovnovahy za natolik dulezity, ze mu
vénoval samostatnou kapitolu o tfinacti strankach.

Abychom se vyhnuli dvojznacnosti definice, o které se zmitnuje Foppl,
budeme pod pojmem ,,rovnovaha“ rozumét v této praci rovnovahu télesa.
Pojem ,,rovnovaha sil“ nahradime pojmem ,,rovnovazna soustava sil“. N¢-
kteti ¢tenaii mohou mit dojem, ze autor hledd — obdobn¢ jako stredovéci
scholastikové — uzel na prutu rdkosky. Vzdyt’ rovnovdha je pojem kazdému
intuitivné jasny, o kterém neni tfeba plané filosofovat. Uz René Descartes
kritizoval filosofy, ktefi definovali pohyb jako ,.Cin byti v potencialité, po-
kud jest v potencialité” (motum esse actum entis in potentia, prout est in
potentia), a tvrdil, ze jde o pojem jasny kazdému ditéti. Autor ma pro tako-
vé stanovisko plné pochopeni, sam totiz musil kdysi poslouchat v povinném
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Skoleni z marxistické filosofie dvouhodinovy vyklad o tom, ze pii pohybu
téleso v urcitém misté zaroven je i neni, coz byl priklad dialektiky. Mysli si
v$ak, ze na intuici se 1ze spoléhat jen do urcité¢ miry. U¢ime-li studenty, jak
napsat podminky rovnovahy, méli bychom jim také jednoznacné vysvétlit,
co to rovnovaha (v mechanice) je.

Zminili jsme se o tom, Ze rovnomérné rotujici setrvacnik neni v rovno-
vaze, ackoli na n¢j plsobi rovnovazna soustava sil (sily tize a reakce
v loziskach). Je to logické, protoze elementy tohoto setrva¢niku konaji rov-
nomérny pohyb po kruhové draze s dostfedivym zrychlenim. Piedpokla-
dejme pro jednoduchost, Ze vénec setrvacniku je relativné tenky, tzn. radi-
alni rozmér jeho prifezu je zanedbatelny proti poloméru r jeho stfednice.
Zanedbame 1 vliv ramen, které ptisobi ohyb vénce, protoze ohybova napéti
byvaji mald. Pak bude tahové napéti v priifezu vénce rozdéleno piiblizné
rovnomérne. Ve vénci tedy bude relevantni pouze konstantni tahové napéti
o. Touto idealizaci dostavdme model volného rotujiciho vénce, jak jej zna-
me z uvodnich partii technické teorie pruznosti. Element takového vénce
uvolnény dvéma radidlnimi fezy, svirajicimi uhel dg, je zndzornén na obr.
4.1. Hmotnost elementu je pSrde, kde Sje priiez, p hustota. Pivodné
vnitini sily odS se mySlenym roziiznutim vénce staly vnéjSimi, a tedy pfi-
stupnymi nasi analyze. Jejich vyslednice oSde smétuje do stiedu otaceni
a udéluje hmoté elementu dostiedivé zrychleni w’r, takZe pohybova rovnice
elementu o hmotnosti pSrde bude

oSdg = pSrdep . 0°r . 4.1)

Odtud dostavame zndmy vzorec pro napéti v rotujicim vénci (prstenci)
o = pw’r’. Vzpomeneme-li si na d’Alembertilv princip, miizeme rovnici
(4.1) zapsat ve tvaru

oSdeg — pSrdp.0’r =0. 4.2)

V tomto piipad¢ je rozdil v obou rovnicich pouze formalni, ale jejich in-
terpretace je rozdilna. Vrovnici (4.2) povazujeme totiz vyraz
dO = pSrdp.o’r za odstiedivou silu (obr. 4.2). Odstiediva sila dO pisobi

v 7 v Ny v <7 ’ 2 . v s ’
v opacném sméru nez dostiedivé zrychleni w7, je to tedy setrvacnd sila.
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Predstava, Ze vénec je rozpinan za rotace odstfedivou silou, je pro laika pfija-
teln€jsi, nez ze se tak d¢je vnitinim obvodovym napétim. Mezi silami na obr.
4.2 je vS8ak rozdil. Zatimco sily oS ptsobi ze sousednich prifez vénce podle
zakona akce a reakce, pak odstiediva sila dO takovy protéjSek nema. Neni to
proto vnéjsi fyzikalni sila, z vnéjSiho pohledu je to vnéjsi sila pouze zdanliva.
Soustava téchto tii sil (dvou skuteénych a jedné zdanlivé) tvoii rovnovazny
systém, ktery by bylo posetilé nazyvat rovnovahou. Piesto se rovnice (4.2)
v mnoha ucebnicich oznacuje jako rovnice dynamické rovnovahy. Jiz jsme
uvedli, ze je 1épe se tomuto pojmu vyhnout. Nelogi¢nost tohoto nazvu je pa-
trna také z toho, Ze dynamicka rovnovaha je rovnéz rovnovéha.” Pak by téle-
so, které by bylo v klidu nebo konalo jakykoli pohyb, bylo vzdy v rovnova-
ze — bud’ statické, nebo dynamické. Tim by pojem ,,rovnovaha* ztracel smy-
sl. V dynamice bychom méli vzdy hovotit pouze o pohybovych rovnicich, at
uz je odvodime jakymkoli zptisobem.

Obr. 4.1 Obr. 4.2

Zapomeneme-li na to, ze setrva¢na odstfediva sila neni v inercidlnim
prostoru skute€nou vngj$i silou, mizeme ji podé€lit hmotnosti elementu

a dostat tak ,,odstfedivé zrychleni® y = @’ . Ihned vidime, Ze je to nesmysl.

7w

Vektor rychlosti elementu se otaci vzdy ke stiedu kiivosti drahy, takze
normalové zrychleni je vzdy jen dostfedivé. To plati pro jakykoli pohyb po
jakkoli zaktivené draze. Pfesto se v mnoha ucebnicich fyziky a geofyziky
vyklada vliv zemské rotace na tihové zrychleni tak, ze se vektorové sklada

" Delit rovnovahu na rovinovdhu a dynamickou rovnovdhu ma stejnou logiku jako délit
v politické ekonomii hodnotu vyrobku na hodnotu a nadhodnotu.
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gravitaéni zrychleni gy s ,,odstiedivym zrychlenim* y na vysledné tihové
zrychleni g podle obr. 4.3. Je-1i R polomér Zemé (kterou si pro zjednoduse-
ni nahrazujeme kouli), pak 7 = ®*R cos¢. Symbolem w jsme oznagili h-
lovou rychlost Zemé¢, ktera rotuje kolem osy OA. Vektor g, smétuje do
sttedu Zemé, kdezto vektor g je pon¢kud odklonén a urcuje pravou vertika-
lu. Uhel y, ktery svira tato vertikala s rovinou rovniku, stanovi zemépisnou
(geografickou) Sitku pozorovaciho mista, jez je ponc¢kud vétsi nez ze-
méstifedna (geocentrickd) Sitka ¢. Vyjimku tvofi rovnik a podly, kde obé
Sitky souhlasi. Rozdil obou ozna¢ime &=y —¢. Lze snadno ukazat, Ze
0<&<5'56", takze piiblizné polozime & ~ 0. Potom dostaneme pro tihové
zrychleni jednoduchy ptiblizny vzorec

g=g,~ @ Rcos’y . 4.3)

Vzorec je sice spravny, ale jeho odvozeni chybné. Zrychleni y je totiz
dostiedivé, takze by mélo byt na obr. 4.3 zakresleno s opacnym smyslem.
Na hmotu m v pozorovacim misté plisobi gravitacni sila G o velikosti

G = g,m . ProtoZe Zem¢ rotuje, musi na hmotu m plsobit dostediva sila C

o velikosti C = mw’Rcosy . Avsak jedina sila, ktera na hmotu m skute¢né

pusobi, je gravitacni sila G, kterd proto musi mit nenulovou slozku kolmou
k ose rotace. Sila G ma vskutku vektorové slozky F a C. Pozorovana sila
tize F (F = mg) je tedy ddna vektorovym rozdilem obou jmenovanych sil,
takze F =G —C. Po kraceni hmotnosti m a rozepsanim do skalarnich slo-
zek odtud dostaneme rovnici (4.3).

Vyuzijeme-li d’Alembertova principu, pak miiZeme misto dostiedivé sily
C zavést setrvacnou odstfedivou silu —C . D’ Alembertiv princip se vSak tyka
sil, a nikoli zrychleni. Zavadét do vypoctu odstiedivé zrychleni je proto hrubé
nespravné. Odstrediva sila se spolu se silou G vektorove slozi na silu tize F.
Formalné to znamend, Ze rovnici F =G —C zapiSeme ve tvaru F = G +
(—C). Zdalo by se, zZe d’Alembertliv princip je pouze trividlni Giprava pohybo-
vé rovnice. Ale tak tomu zdaleka neni, ackoli se to téméf ve vSech ucebnicich
mechaniky pouze takto vyklada. UkédZeme jeho obecnéjsi formulaci.
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Obr. 4.3

D’Alembertiv princip vysvétlime na piikladu rovnomérné rotujiciho
volné padajiciho télesa zndzornéného na obr. 4.4. Na hmotny element dm
pusobi akéni sila tize dF,. Vysledné zrychleni a elementu vSak neptisobi
svisle, ale Sikmo. Sklada se ze zrychleni tihového a dostfedivého. To zna-
mend, Ze z vnéjsi sily dF, se vlivem vnitini vazby mezi hmotnymi ¢astice-
mi uplatni na vzniku zrychleni pouze ¢ast dm.a = dF, —dF, . Sila dF, je pro

zrychleni elementu ztracena. D’Alembertiv princip tikd, ze ztracené sily
dF, = dF,— adm tvori rovnovdzny systém. To znamend, zZe rovnovazny sys-
tém tvoii akeni sily dF, spolu se setrva¢nymi silami dS =—-adm . Takze

_[sz = I(dFa —adm)= J-(dFa +dS)=0. Rozumi se tim viechny takové sily

v soustave, tedy soucet pies vSechny elementy dm. Ve svém dusledku vede
d’Alembertlv princip k zavéru, ktery zname z béznych ucebnic: akcni sily
doplnéné o setrvacné sily tvori v soustave rovnovazny systém, s kterym lze
zachazet stejné jako ve statice. To znamena, Ze setrvacnou silu lze povazo-
vat jakoby za skute¢nou vngj$i silu, avSak s tim omezenim, Ze soustava
akénich a setrvaénych sil smi plsobit pouze staticky (je rovnovazna).
V tomto piipad€ jde o rovnovaznou soustavu sil, nikoli o rovnovahu télesa.
Vysledkem je soustava diferencidlnich rovnic, zatimco ve statice, kde jde
také o rovnovahu télesa, je vysledkem soustava algebraickych rovnic.
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Obr. 4.4

Vnucuje se proto otazka, pro¢ bychom méli na obvyklém vykladu to-
hoto principu cokoli ménit. K tomu nas vede pouze ucta k d’Alembertovu
géniu. Cilem jeho snah nebylo pieskupovani ¢lentt v pohybové rovnici, ale
studium tlohy setrvaénych sil a také studium vlivu vnitinich vazeb
v soustavé na zrychlujici G€inky akcnich sil. Kdo tuto pohnutku nechape,
nemusi k nasemu vykladu ptihlizet.

Bylo by moZzné namitnout, ze je zbytecné branit se vzitému pojmu od-
stredivé zrychleni, kdyz jeho aplikace vede ke spravnym vysledkim. Ano,
jisté, uz Heaviside pry odpovidal svym oponentiim, ktefi jeho operatorové-
mu poctu vytykali nedostatek rigoréznosti: Proc¢ bych mél zkoumat, jak mi
travi Zaludek, kdyz mi travi dobre! Odsttedivé zrychleni musime pry chapat
z hlediska relativniho pohybu. Kdyz na roztoenou gramofonovou desku
prilepime malou kulicku, bude s hlediska pozorovatele spjatého s gramofo-
novou deskou v klidu. A kdyz ji uvolnime, bude konat zrychleny relativni
pohyb od stfedu rotace. Bude mit tedy odstiedivé zrychleni. Jenze tak jed-
noduché to neni. Uvolnénd kulicka se bude vlivem Coriolisova zrychleni
okamzit¢ staCet a jeji pohyb v roviné gramofonové desky bude kiivocary.
V inercidlnim prostoru bude konat pfimocary rovnomérny pohyb rychlosti,
kterou méla v okamziku uvolnéni, a ta je kolma k radialnimu privodici!
Tak jaképak odstredivé zrychleni?

Také pojem relativni rovnovahy v kapaliné je v literature vykladan vét-
Sinou nespravné. Obvykle se naklonéni hladiny kapaliny konajici spolu
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s nadobou ustaleny, vodorovny, pfimoc¢ary a rovnomérné zrychleny posuv-
ny pohyb vysvétluje tak, ze se k tthovému zrychleni g vektorové pficte tzv.
doplinkové zrychleni a=—a_(ob¢ zrychleni jsou stejné velkd, ale opacného
smyslu). Pfipojujeme tedy unaSivé zrychleni a, nddoby s opacnym smys-
lem, coz je paradoxné zpozdéni (!). Hladina je kolma k vyslednému zrych-
leni a, =a+g, takZe svird s vodorovnou rovinou thel, jehoZ tangenta je
déna vztahem tga =a/g (obr. 4.5). Odvozeni tohoto spravného vzorce
uplné zastira fyzikalni podstatu jevu, protoze do vypoctu zavadi neexistujici
doplnkové zrychleni.

Obr. 4.5

Ve skutecnosti konaji vSechny castice kapaliny pfi ustdleném pohybu
rovnomérny zrychleny pohyb, takzZe jejich jediné zrychleni je a,. Pro jednu
takovou castici, pravouhly element o objemu dxdydz, napiSeme pohybové
rovnice. Vybrali jsme jej v povrchové vrstvé kapaliny. Budeme piedpokla-
dat, ze se posuvny rovnomérn¢ zrychleny pohyb déje ve sméru proti kladné
ose x. Pak se na element musi pfenaSet zrychlujici sila o velikosti dF, pro
niz dostavame rovnici (obr. 4.6)

dF:(p+a—pdxjdydz—pdydz:a—pdxdydz. 4.4)
ox ox

Tato sila udéluje elementu o hmotnosti pdxdydz zrychleni a_, takze

slozka tlakového gradientu ve sméru osy x ma velikost p/0x = pa, . Ypsi-
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lonova slozka téhoz gradientu vychdzi zpodminky, ze vztlakova sila
—(@p/oy)dydxdz vyvazuje silu tize pgdxdydz, takze op/dy=—pg. To
jsou dvé¢ slozky vektoru grad p (tfeti slozka do sméru osy z je nulova). Ten-
to gradient svira s osou y stejny uhel a jako hladina s osou x (jde o uhly
s rameny navzdjem kolmymi, gradient tlaku p je kolmy k hladin€). Proto

—dp/oy  pg g

Je to vysledek shodny s predeslym, ale vychazi z fyzikélniho modelu,

do kterého nezavadi zadné nové neexistujici ,,doplitkové zrychleni. Jde
o snadno zdivodnitelny poznatek, podle kterého je hladina kolma ke gradi-
entu tlaku (k vektoru grad p).

AN
1
i
op :
+—==dy U
lp ay 3>
1
p+g—pdx :
P |dy X i \Agradp
dx :
pT y04 I X
Obr. 4.6 Obr. 4.7

Obdobna poznamka se tyka i odvozeni rovnice rota¢niho paraboloidu,
ktery vytvaii hladina v rotujici nddobé&. V literatufe se Casto zcela zbytené
a nesmysln¢ zavadi neexistujici ,,odstfedivé” zrychleni. Fyzikalni vyklad by
m¢l podle autorova nazoru opét vychazet ze skutecnosti, Zze hladina je kol-
ma ke gradientu tlaku. Jeho slozky vypocteme obdobné jako v predchozim
prikladu. Zvolime-li soutfadnicové osy tak, ze osa y se shoduje s osou rotace
aosa x sméfuje radidln¢ (obr. 4.7), pak pro okrajovy element kapaliny
(u hladiny) v bod¢ A(x, y) plati stejny rozbor ptisobeni tlaki jako u nadoby
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s transla¢nim zrychlenym pohybem, ovSem s tim rozdilem, Ze misto unasi-
vého zrychleni a, budeme mit dostiedivé zrychleni @”x . TakZe bude
_dy _ dp/x _ po’x _o’x
Cdx -ep/oy  pg g
Integraci odtud dostaneme rovnici paraboly, ktera je fezem hledaného

tga (4.6)

rotacniho paraboloidu rovinou x, y:
Y=Y =w2x2/2g. (4.7)
Nakonec pfipojime jest¢ velmi jednoduchy piiklad aplikace d’Alem-
bertova principu, na kterém ndzorné ukazeme, jaké chyby se miizeme do-
pustit pfi sestavovani energetické bilance mechanické soustavy. Zvolime
pfipad kmitdni hmoty m na pruzin¢ o tuhosti k. Vychylka z rovnovazné
polohy x a budici sila F jsou funkcemi €asu ¢. Pohybova rovnice, jak zné-

mo, je

mi+kx=F. (4.8)
Tuto rovnici vyndsobime dx = x(¢)d¢. Dostaneme

mixdt + kxdx = Fdx . (4.9)
Po integraci dostaneme energetickou bilanci

T+V=A4,, (4.10)

vkteré T =, mx’znaéi kinetickou energii, V = )4kx’potencialni energii
uloZenou v pruziné a 4, = IF dx = IF (¢)x(¢)dt praci vykonanou vnéjsi si-

lou F.
Pouzijeme-li d’Alembertova principu, tj. kmitdni budeme posuzovat
z hlediska pozorovatele spjatého s hmotou m, bude se ndm setrvacna sila
§'=-mX jevit jako vn&jsi sila, kterd je v rovnovaze s ostatnimi silami pt-
sobicimi na tuto hmotu. Misto (4.8) dostaneme
kx=F+S§. (4.11)
Rovnice (4.8) a (4.11) se li$i jenom formaln¢, ale tento rozdil ma diile-
zity dasledek na energetickou bilanci. Misto rovnice (4.10) dostaneme
V=A4,+A4;. (4.12)
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To znamena: zapocitame-li do energetické bilance kinetickou energii
T, nesmime do ni zahrnout praci setrvacnych sil As a naopak. Podle autoro-
vy zkuSenosti zhtesil proti této zasad¢ 1 jeden vysokoskolsky ucitel.

Je zajimavé, Ze v termodynamice se s pojmem rovnovahy zachazi
mnohem uvazlivéji. Definice termodynamické rovnovahy a teplené rovno-
vahy jsou v u€ebnicich — alespon pokud je autorovi zndmo — uvadeény kon-
zistentné a srozumiteln€, bez umélych obrati. Proto se jimi nebudeme za-
byvat.
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Jak daleko je dnesni mechanika
od Babylonské véze?

Dnesni skoly dosud mélo vedou své studenty k samostatné praci s odbornou
literaturou. Je mozné, ze toto tvrzeni neplati o vSech oborech, avsak o téch,
kde se uc¢i mechanika, plati — podle autorovych zkusenosti — urcité. Studen-
tim se zpravidla predkladaji k osvojeni ty verze mechaniky, k nimz jejich
ucitele dovedl ¢asto ktivolaky vyvoj jejich Zivota, katedry, Skoly. Kazda
Skola ma sva skripta (na Slovensku bychom mozna tekli ,,sva specifika®),
kde je mechanika prezentovana neménnymi metodami v neménné posloup-
nosti témat, pojmd, principd, zdkont, vét, ptikladi. Eufemisticky se tomu
fika tradice. Netfikdme, zda dobra nebo Spatna.

Vnimavy a zvidavy student mtize dojit ¢asem k poznani, Ze by si m¢l
obzor rozsifit; k tomu sta¢i mnohdy zcela elementarni zkusenost, ze z kur-
niku se orel nevznese. Sédhne-li pak po svétové literature, docka se nemilého
prekvapeni. Ve védé tak tradi¢ni a podle ndzoru mnohych fyzikli — moder-
nistll a postmodernistll — hotové a uzaviené, jakou je klasicka a technicka
mechanika, dodnes existuji nejasnosti a zmateni jazykd.

Nevérite? Uvedeme priklad. Véta o zachovani momentu hybnosti je
v angli¢tiné principem zachovani thlové hybnosti (principle of conservati-
on of angular momentum) — v lepS§im piipadé momentu hybnosti (moment
of momentum). Ve francouzstiné jde o princip zachovani kinetického mo-
mentu (principe de la conservation du moment cinétique). V ném¢iné je to
véta o zachovani to¢ivého impulsu (Drehimpulserhaltungssatz) a v rustiné
princip zachovani hlavniho momentu mnozstvi pohybu (princip sochranéni-
ja glavnogo momenta kolic¢estva dvizenija). Nehled¢ k riznému pojmoslo-
vi — je to véta nebo princip?

Nas pomyslny vnimavy a zvidavy student se rozhodne jit ke kofenim
své exaktni védy. Protoze zédkladem mechaniky jsou proslulé Newtonovy
zakony, zacne u Newtona. Ale chyba lavky! Studovat spisy ze sedmnactého
a osmnactého stoleti je proklaté namahava prace. Jestlize autofi psali rod-
nym jazykem, pouzivali pro fyzikalni pojmy béznych hovorovych termind,
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a to nejednotné. V lating to bylo mozna o trochu lepsi, ale kdopak dnes jes-
té tento mrtvy jazyk doopravdy ovlada? Ostatné, posud’te sami. Co je to sila
(vis)? Podle Newtona (1643—1727) je to nejprve pii¢ina pohybu, potom
nasledek pohybu. Podle Descartese (1596—1650) je to mnozstvi pohybu
(hmotnost krat rychlost), podle Leibnize (1646—1716) dvojnasobek kinetic-
ké energie (hmotnost krat kvadrat rychlosti). Pozdé&ji se pojem sily sjedno-
til, ale jeho definice zlstaly velmi dlouho nepiesné a zavadéjici.

Nehoraznych piekvapeni se dozijeme 1 ve stoleti dvacatém. Naptiklad
R. Laemmel tvrdil ve své knize [LAEMMEL (1957)], ze Newtonuv druhy
zékon neni zadnou pouckou (Lehrsatz), ale pouhou definici sily. Kdyby to
byla pravda, byla by mechanika tautologii, a nikoli védou.

Vratme se k Newtonovi. Jeho tii zdkony (tres leges) jsou uvedeny
v knize Philosophiae naturalis principia mathematica. Znamena to snad, ze
jeho ti1 zdkony jsou vlastné principy? Nas student ze Skoly vi, ze napft. dru-
hy Newtonliv zdkon znamena rovnost sily se sou¢inem hmotnosti a zrych-
leni, tedy

F=ma. (6.1)

Zde se pod symbolem m zpravidla rozumi hmotnost ,,hmotného bodu*,
a je jeho zrychleni a F sila, kterda na hmotny bod piisobi. Pomifime skute¢-
nost, ze pojem ,,hmotny bod“ nebyva v ucebnicich nélezit¢ definovan ani
vysvétlen (za takovy bod byvé povazovana nejen mald kulicka, ale i Slun-
ce) a ze tento tvar Newtonova zédkona pfedpoklada nezévislost hmotnosti na
Case. Tento Newtoniv zakon prost¢ v Newtonové knize nenajdeme. Neni
tam zadné zrychleni, Zddnd hmotnost, ba neni tam viibec zadna matematic-
ka formule. Je tam jen véta zacinajici takto: Mutationem motus proportio-
nalem esse vi motrici impressae..., coZ znamena ,,Zména pohybu (spravné
by mélo byt quantitas motus, mnozstvi pohybu, coz je soucin hmotnosti
a rychlosti, tedy hybnost) je imérna pisobici sile (vis motrix) a uskuteciiuje
se podél ptimky, v niz tato sila plisobi“. Zamyslime-li se nad touto vétou,
najdeme 1 odpovéd, jak tuto vétu matematicky formulovat. Mutationem
motus totiz znamend zménu hybnosti, tedy rozdil hybnosti ve dvou polo-
hach pohybu, coZ je zase hybnost (kg.m.s"). Vztidhneme-li zakon na piipad
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transla¢niho pohybu télesa o hmotnosti m (viibec to tedy nemusi byt
,hmotny bod*), a to z klidu v okamziku ¢ =0 a za pisobeni konstantni sily
F, pak Newtonova véta zvana lex sekunda odpovida rovnici

Ft=mv (6.2)
nebo — pfipustime-li asovou proménlivost velikosti sily ' —
F(t)dt = d(m(t)v(r)). (6.3)

Newton se vSak pouziti diferencialti vyhyba a dokonce neptedpoklada
zménu sméru sily, ackoli v aplikacich s proménlivosti sily pocita.

A jak je to se zdkony a principy? Slovo ,,principium® znamena ,,zaca-
tek“. Postupné se slova princip zacalo pouzivat k oznaceni obecného za-
kladniho zakona, z néhoz lze odvodit fadu zvlastnich zakont (z téhoz Siro-
kého védniho oboru). Proto je napt. na misté fikat ,,princip virtudlnich pra-
ci“, nebot’ z ného Ize odvodit zdkony, jimiz se fidi rovnovaha téles. Podob-
n¢ z Hamiltonova principu Ize odvodit pohybové zakony atd. Zakon v pfi-
rodnich a technickych védach je slovni nebo pocetni vyjadieni urcité pravi-
delnosti, poznatek odvozeny z chovani ptirody.

V matematice se misto z principll vychédzi z axioml. Na axiomech je
zalozena i teoretickda mechanika. Axiom je nedokazatelny, ale kazdému ro-
zumng uvazujicimu ¢lovéku ziejmy prvotni predpoklad. Z axiomi se de-
dukci odvozuji a dokazuji véty. Pomocna véta, zvlast a mimo hlavni sou-
vislost odvozena, je lemma. Stereotypni vypocetni postup se ¢asto oznacuje
jako pravidlo nebo schéma (napt. Cramerovo pravidlo, Hornerovo schéma).
Kromé¢ toho se v mechanice i v matematice setkdvame s pojmem postulat,
coz je zakladni predpoklad, ktery — na rozdil od axiomu — nemusi byt zcela
zfejmy; jde o pozadavek, ktery klademe pifedem (uved’'me napi. postulaty
o raciondlnim jednani v teorii her). Podafi-li se v nékterém oboru shrnout
zakony do nékolika malo principi, vytvateji tyto principy teorii. Piikladem
mize byt Maxwellova teorie elektromagnetického pole. Nestaci-li dosa-
vadni poznatky k vybudovani ucelené teorie, lze si vypomoci hypotézami
(domnénkami). Hypotézy mohou byt pozd¢ji dalsSimi pokusy bud’ potvrze-
ny, nebo vyvraceny.
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Newtonova kniha tedy obsahuje ,,Matematické zacatky piirodni filoso-
fie*, a zadné principy, ale zakony. Nicméné pojmy, které jsme zde uvedli,
tvofi neostrou mnozinu. Je napf. zachovani energie principem nebo zdko-
nem? Tuto otdzku nelze jednoznacné rozhodnout, zalezi na souvislostech
a také na zvyklostech. A jak oznacit tieba stavovou rovnici nebo Bernoulli-
ho rovnici? Napf. s¢itanci vstupujici do Bernoulliho rovnice

VP konst (6.4)

28 P2
maji rozmér délky (metr), ale je to bilance plynouci z principu zachovani
energie. Méli bychom moZzné mluvit spiSe o zékonu. Pfesto se v ucebnicich
uvadi jen jako rovnice.

Mechanika je véda mlada a neuzaviena. Stale jeste v ni pretrvavaji zbytky
pojmového chaosu, z néhoz se rodila. To nikterak neumensuje obdivuhodny
intelektualni vykon jejich tvircl. Sjednocovani pojml a jejich definic bylo
obtiznym a dlouhodobym procesem, ktery ani dnes neni jest¢ zcela zakoncen.

Musime byt proto tolerantni k aplikaci pojm1, které pottebujeme, aby-
chom se domluvili. Epistemolog Karl R. Popper tika: Neméli bychom se
snazit byt presnéjsi, nez to povaha naseho problému vyzaduje (One should
never try to be more precise than the problem situation demands). Snaha
o ptiliSnou pfesnost byva na Ukor jasnosti. Tuto jasnost je vSak tfeba mit
neustale na zfeteli. K jasnosti nepfispiva, pouziva-li autor oznac¢eni samou-
celnd, nezvykla a neobjasnénd, dodava-li sloviim jiny nez ustaleny vyznam
a zejména pouziva-li k oznaceni t¢hoz pojmu na riznych mistech textu riiz-
né vyrazy. Je-li tedy néco pro nas principem, musi to byt principem vzdy.
Tuto zdsadu mizeme — chceme-li — povazovat za zakon odvozeny z princi-
pu mravniho. Citite tu neodstranitelnou pojmovou neostrost?

Malo platné, u klasiki nasi védy exaktni formulace vyhovujici dnes-
nim narokiim nehledejme. Bude-li na§ pomyslny vnimavy a zvidavy stu-
dent uptimny, musi zvolat, ze Newtonliv zdkon ve tvaru (6.1) v Newtonoveé
spise nenasel. Pravé tak nenajde ani rovnici (6.4) ve spise Bernoulliho. Mu-
si — po vzoru ditéte z Andersenovy pohadky — prohlasit, ze kral, o némz
vs$ichni prohlaSuji, Ze ma nové Saty, je ve skute¢nosti nahy.
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Rozumeéji fyzikové klasické mechanice?

V jedné stfedoskolské ucebnici se v kapitole o vektorovém skladani sil poza-
duje, aby student vypocital tlakovou silu ve vetknutém nosniku vyztuzeném
lanem a zatizeném podle obr. 6.1. Pro kontrolu je uveden vysledek
(F cotg ). Ten vsak plati pro vzperu podle obr. 6.2. Piipad podle obr. 6.1 je

staticky neurcity, coz si autofi uéebnice neuvédomili. Kdyby student postu-
poval pfi zkousSce z pruznosti a pevnosti zptisobem, ktery se naucil ze své
stiedoskolské ucebnice, dostal by nedostatecnou. Nejsou to vsak autofi uceb-
nice a jeji recenzenti, kteti by si takové hodnoceni zaslouzili mnohem vice?

7/, 7/,

F F
Obr. 6.1 Obr. 6.2

Odpovim na provokativni otazku v nadpisu: podle mych zkuSenosti ne
vSichni. Existuji velké rozdily mezi jednotlivymi uciteli na stfednich Sko-
lach, ale bohuzel 1 na Skolach vysokych, kde ucitelé spliuji (pfinejmensim
formaln¢) kritéria nejvyssi odbornosti.

Svou kritiku nemyslim nikterak zle. Fyzikové si zvykli povazovat kla-
sickou mechaniku za uzavieny obor, jemuz neni tieba vénovat velkou po-
zornost. Tento preziravy postoj miize bohuzel natropit mnoho skod pfi vy-
chové novych generaci odborniki i v jinych neZ technickych profesich.

Existuje napt. ptirucka Fyzika °96/°97, urena l¢karskym fakultam,
ktera obsahuje otazky pro testy z fyziky pfi pfijimacim fizeni. Autory ani
vydavatele neuvadim, nebot’ je nechci znevyhodnit. Uvedena publikace
neni totiZ jedina, ktera si kritiku zasluhuje.

Ptedem podotykam, Ze nejsem piiznivcem zmechanizovanych zkuSeb-
nich testdi, v nichz se kladou otazky typu ,,JJakd jsou jména tfi zmrzlych
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muza?* a nabizeji se odpovedi napt. a) Pankrac Servac Bonifac, b) Kaspar
Melichar Baltazar, ¢) Erich Maria Remarque, a to ani tehdy, je-li k nim
vydéana sbirka otazek s klicem spravnych odpovédi. Vedou totiz studenty
spiSe k memorovani hesel nez k promysleni latky a netestuji skute¢né zna-
losti, tim mén¢ talent. Uvedeme ptiklady nevhodnych otdzek, volné citova-
nych z uvedené piirucky.

Na otazku ,,Jak mizeme vyjadrtit hybnost?* se nabizeji odpovédi: a) jako
soucin skaldru a vektoru, b) jako podil vektoru a skalaru atp. Za spravnou se
povazuje pouze odpovéd’ a). Zajisté, p =mv, je-li p hybnost, m hmotnost tcle-
sa pfi jeho translacnim pohybu a v jeho okamzita rychlost. Premyslivy stu-
dent vSak mize pravem zatrhnout jako spravnou i odpoveéd’ b), nebot’ nic
nam nebrani, abychom nenapsali rovn&z platny vztah p = v/m™'. Znalost této
rovnice jeSt¢ neznamenad, ze student pojmu ,,hybnost rozumi. To by totiz
vyzadovalo, aby vysvétlil, co tento pojem znamend, pro¢ byl do mechaniky
zaveden a kde a za jakych okolnosti plati zdkon zachovani hybnosti. Tyto
znalosti, které jsou mnohem dulezitéjsi nez sama definice pojmu, nemize
student vuvedeném testu vibec uplatnit. Student, ktery mechaniku do
hloubky ovlada, je tedy ve zfejmé nevyhod¢.

Uvedu jesté jiny ptiklad podle téze ptirucky. K otazce ,,Jak Ize vyjadrit
zrychleni?* se nabizeji odpovédi typu a) jako soucin dvou vektort, b) jako
podil vektoru a skalaru atd. Za spravnou se podle klice povazuje pouze od-
poveéd b). OvSemze plati, ze a = lim Av/Af pro At — 0. Spravna je vSak
1 odpovéd’ a). Pro Coriolisovo zrychleni totiz plati vzorec ac = 2mxv, kde ®
je vektor uhlové rychlosti undsivého pohybu a v vektor relativni rychlosti.
Student, ktery znd kinematiku relativnich pohybii a rozumi Coriolisovu
zrychleni, bude za své vynikajici znalosti v testu potrestan, jeho spravna
odpovéd’ a) nebude uznana.

Ponékud jiného druhu je dalsi ptiklad ze stejné sbirky. Autofi ukladaji
studentovi odpovédét na otazku, ¢im si vysvétlit pojem ,,odstfedivé zrych-
leni* pfi rovnomérném kruhovém pohybu a za spravnou povazuji odpovéd’,
ze k tomuto pojmu vede tieti Newtontv zakon. Od studentl se zfejmé oce-
kavé, ze budou tento naprosty nesmysl papouskovat. PiedevSim je tieba
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piipomenout, ze vektorovy pfirtistek dv za ¢asovy interval df sméfuje pri
rovnomérném kruhovém pohybu vzdy do stiedu kruznice a nikdy obracenc.
Ostatné sama podstata vzorce pro velikost normalové slozky zrychleni (pfi
jakémkoli kiivo€arém pohybu bodu) a, =v*/r naznaluje, Ze nezélezi na
smyslu rychlosti (v 1 —v daji pfi stejném poloméru kiivosti drahy 7 stejnou
slozku a,) a ze pti zméné znaménka r se méni 1 znaménko a,, tzn., ze nor-
malové zrychleni bude vzdy smérovat do stiredu krivosti drahy. Pojem ,,0d-

ree
1

sttedivé zrychleni* se bohuzel vyskytuje snad ve vSech Ceskych ucebnicich
fyziky v souvislosti s vlivem rotace Zemé¢ na velikost tthového zrychleni.
Neexistuje vSak zadny pohyb bodu po jakkoli zakiivené draze, pti némz by
normalova slozka zrychleni smétovala od stfedu kiivosti.

Ptedstavme si pro jednoduchost, ze t€leso o hmotnosti m lezi na po-
vrchu Zemé na rovniku a je pfitahovano do stfedu Zemé gravitacni silou F.

Cast této sily o velikosti AF = mw’r udéluje télesu dostiedivé zrychleni
’r, pfitemZ @ je hlova rychlost zemské rotace a 7 je vzdalenost t&7ists
télesa od stfedu Zemé. Jako tihova sila proto zistava jen rozdil F —AF .
Tihové zrychleni (tj. zrychleni volného padu) se proto rovnd podilu

(F—AF)/m. Je mensi proti gravitaénimu zrychleni F/mo hodnotu

AF/m = @’r, ale to neznamena, Ze posledni uvedeny vyraz je zrychleni
odstiedivé. Naopak, je to dostfedivé zrychleni kruhového pohybu vyvola-
ného zemskou rotact.

S tfetim Newtonovym zakonem to nema co délat. Zakon o akci a reak-
ci se tyka sil, a nikoli zrychleni. Smyslem tohoto zakona je poukazat na to,
ze pusobeni téles je vzdy vzajemné. Plsobi-li jedno téleso na druhé néjakou
silou, ptsobi zaroven i druhé téleso na prvé. Zrychleni vSak na sebe vza-
jemné¢ nepusobi.
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Jsou Newtonovy zakony zakladem
mechaniky pevnych téles?

Mechanika jako véda je stara jen asi 300 let. Pfesto byva mnohymi fyziky
povazovana za hotovy, uzavieny obor, tedy za soucast historie, kterou se
slusi znat, ale k niz uz nelze ni¢im novym pfispét. Staci vSak letmy pohled
na mnohé ucebnice, abychom poznali, ze se soucasti této historie staly
i mnohé dodnes zivé myty. Ty, které se udrzuji pfi Zivoté nejhouzevnatéji,
souviseji s oslnivym uspéchem, s jakym byly Newtonovy zékony aplikova-
ny v mechanice nebeskych téles. Je-li mozné pomoci newtonské mechaniky
hmotnych bodu popisovat a piedvidat pohyb obéznic ve slune¢ni soustavé
a jejich mésicti, pro¢ by nebylo mozné stejné uspésné popisovat a predvidat
i pohyb malych téles a jejich ¢astic? Vzdyt i kontinuum je jenom idealizo-
vanym modelem soustavy mikrocastic — molekul ¢i atomt. Pro¢ by tedy
newtonska mechanika hmotnych bodd nemohla poslouzit i k popisu pohybu
kontinua? Staci pfece modelovat naptiklad pevné pruzné téleso jako mno-
zinu hmotnych bodt spojenych nehmotnymi pruzinami. Téchto bodu je #;
pro k-ty z nich plati pohybova rovnice (druhy Newtoniv zékon)

d . -
a(mkrk) =F, + E i - (7.1)
i=1

Podle tietiho Newtonova zakona musi byt Fy = — Fy;, Fii = 0. Secteme-
li vSechny rovnice, dostaneme vétu o hybnosti platnou pro celé téleso ve
tvaru

%i(mki‘k) :iFk . (7.2)

Znésobime-li rovnici (7.1) polohovym vektorem r; a pak rovnéz takto
vzniklé rovnice seCteme, dostaneme
1 n
iL:M+—Z(rk—rj)ijk, (7.3)
dt 2 j,kil ’ ’

kde
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L= kark X, (7.4)

k=1
znaci moment hybnosti a
M= Zrk xF, (7.5)
k=1
vysledny moment vnéjSich sil. Jsou-li vnitini reakce Fj centralnimi silami,
tj. pusobi-li na spojnici hmotnych bodt j, £ (Zadny jiny smér se nenabizi),
pak vektorovy soucin v rovnici (7.3) je roven nule. Vysledek

iL =M (7.6)

dt
piedstavuje vétu o momentu hybnosti. Véty (7.2) a (7.6) lze tedy odvodit
z Newtonova zakona (7.1). Plati pro soustavu hmotnych bodi my, £ =1, 2,
..., n. Sta¢i nyni pfejit na elementarni ¢astice m, - dm= pdV a soulty

nahradit integralem, abychom dostali véty platné pro pevné téleso jakozto

kontinuum:
%Ipi‘de.[pdeJrJtdS, (7.2a)
4 14 S
%Iprxde=Jprxde+jrxtdS. (7.6a)
V v S

Zde pb je objemova sila, p hustota a t trakcni vektor (vektor napéti).

Na tomto mist¢ je tfeba se pozastavit a pfipomenout, ze odvozeni rov-
nic (7.2) az (7.6) zrovnice (7.1) je bezesporné pouze pro soustavu hmot-
nych bodi, jichz je kone¢ny pocet. Avsak i tato tzv. mechanika hmotnych
bodit ma nezdravy zaklad, ktery kritizoval jiz Georg Hammel (1877-1954).
Mechaniku hmotnych bodl nazval intelektudlni necistotou. Pfedstava, ze
v nekone¢né malém objemu je konecna hmotnost, a tedy nekonec¢né velka
hustota, je fyzikdlné nepiijatelnd. Soustava hmotnych bodi nemiize byt
matematickym modelem kontinua uz proto, ze nevede k stejnému poctu
elastickych konstant. Pfipomenme historicky spor o jejich pocet mezi za-
stanci teorie S. D. Poissona (1781-1840) a A. L. Cauchyho (1789-1857).
Poisson dokazoval, ze elastické vlastnosti obecné anizotropniho homogen-
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niho materidlu lze popsat patndcti konstantami, kdezto Cauchy dospél
k spravnému ¢islu jedenadvacet.

PtresvédCivou kritiku zde naznacenych postupii podal C. Truesdell
[TRUESDELL (1964)]. Upozornil, ze uz Leonard Euler (1707-1783) po-
vazoval véty o hybnosti a 0 momentu hybnosti za nezavislé s jedinou vy-
jimkou, kdy jde o absolutné¢ tuhé téleso (v takovém piipadé nemé smysl
pojem elastickych konstant viibec zavadét). Podle Truesdella se Euler ¢asto
pohyboval na hranici propasti, ale nikdy do ni nespadl. Euler spravné roz-
poznal, Ze rovnice (7.6) je odvozena z rovnice (7.2), ale o rovnicich (7.6a)
a (7.2a) to neplati; tyto rovnice jsou nezavislé.

Za vychozi princip povazuje Truesdell bilan¢ni rovnici

9 [ wdm = §i(¥) ndS + [ s(¥)dm . (7.7)
ard o= fictnds |

kde ¥ je obecné tenzor libovolného fadu vztazeny na jednotku hmotnosti, B
je téleso ohranicené plochou S, vektor i znaci tok veliciny ¥ ptes hranici S a
s jeji zdroj. Veli€iny i, s jsou nezavislé. Jsou-li vSechna pole vstupujici do
rovnice (7.7) spojitd, je rovnice (7.7) ekvivalentni s tvrzenim, Ze

p¥ =divi+ps. (7.8)

Do této rovnice Truesdell dosazuje za ¥ postupné energii jako skalarni
veli¢inu, pak hybnost jako vektor a nakonec moment hybnosti ve formé
antisymetrického tenzoru druhého fadu. Dostava tak tii vzdjemné nezavislé
veéty o energii, o hybnosti a 0 momentu hybnosti. Ve zvlastnim ptipad¢ zis-
kava po riznych upravach pro klasickou teorii spojitych prostiedi Kirch-
hoffovu-Neumannovu rovnici urcujici hustotu vnitini energie pe (v kartéz-
skych soufadnicich)

PE=0y,dy, =, +pq, (7.9)

v nizZ dj, je symetrickd ¢ast rychlostniho gradientu, /4 tepelny tok a ¢
tepelny zdroj, a dvé Cauchyho rovnice

pX, =0, +pb, (7.10)

o, —0,;=0. (7.11)
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Posledni rovnice znamend, Ze tenzor napéti je symetricky — jeho anti-
symetricka slozka je v daném piipad¢ nulova. Obecné vSak nulova nemusi
byt (u cosseratovského kontinua), je vSak vzdy vétou o momentu hybnosti
jednoznaéné urcena.

Naproti tomu Istvan Szabd dokazuje v ucebnici Einfiihrung in die
Technische Mechanik [Sesky preklad SZABO (1967)], ktera vysla v mnoha
vydanich, ze z véty o momentu hybnosti mizeme dokéazat symetrii tenzoru
napéti bezesporu jen ve statice; v dynamice mizeme tuto symetrii pouze
piedpokladat. PfepiSeme-li totiz rovnici (7.6a) do slozek, dostaneme

d .
E_[eijkpxjxkdl/ = Jel.jkpijde + J.e,.jkxjarknrdS . (7.6b)
Vv vV N
Posledni ¢len v této rovnici upravime pomoci Gaussovy véty. Po malé
upraveé dostaneme tuto rovnici ve tvaru
d .
Ej.el.jkpxjxde = Ieykxj (04, +pb)dV + J.eijkajde. (7.6¢)
Vv Vv Vv

Ve statice vymizi leva strana rovnice (veli¢iny jsou nezavislé na Case)
a v disledku (7.10) vymizi i prvni ¢len na pravé stran€. Musi byt proto nu-
lovy 1 zbyvajici €len, a to pro libovolny objem. To znamena, Ze plati (7.11).
V dynamice jsou vSak prvni ¢leny na obou stranach rovnice (7.6¢) nenulo-
vé, takZe ani zbyvajici ¢len nemusi byt nulovy. Symetrii tenzoru napjatosti
je proto tieba pozadovat (je to tzv. Boltzmanniiv axiom). Szabo se ptitom
odvoléva na Truesdellovu préci, kde se vSak takovy pozadavek neklade.
Skute¢né, zavedeni Boltzmannova axiomu lze nahradit vétou o hybnosti
(7.2a), kterd vede pfi konstantni hustoté¢ p k rovnici (7.10). Upravime-li
totiz rovnici (7.6¢) za uvedeného piedpokladu na tvar

[ewx;(p%, 0, = pb)AV = [ey0,dV (7.6d)

V Vv
a dosadime za oblou zavorku z rovnice (7.10), dostaneme (7.11). To zna-
mend, Ze u nepolarniho kontinua je moZné symetrii tenzoru napéti dokazat
z vét o hybnosti a o momentu hybnosti ve statice 1 v dynamice, anizZ potie-
bujeme Boltzmanntiv axiom.
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Je tento axiom skutecné zbyte¢ny? Odpoveéd’ neni jednoznacnd. Ze tii
rovnic (7.2a), (7.6a) a (7.11) jsou jen dv¢€ nezavislé, tieti 1ze z nich odvodit.
Povazujeme-li jednu z rovnic (7.2a), (7.6a) za nezavislou a druhou za zavis-
lou, pak Boltzmanniiv axiom (11) skute¢né potiebujeme. Povazujeme-li
vSak rovnice (7.2a), (7.6a) za nezavislé, pak z nich Ize vztah (11) odvodit,
a Botzmanniiv axiom je zbytecny.

Smyslem tohoto ptispévku bylo ukazat, Ze kritickému zkoumani je tie-
ba podrobit vzdy znovu kazdou védu, i1 tu zdanlivé uzavienou, jakou je me-
chanika. Podle Karla Poppera (1902—1994) nemtize byt Zadné véda uzavie-
nd, nebot’ jde o vécné hledani (unended quest).
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Tajemstvi Bernoulliho rovnice

V originalnim spise Daniela Bernoulliho, o0 némz piSeme nize, Bernoulliho
rovnici nenajdeme. Vnucuje se otazka, co tam tedy najdeme, a pro¢ rovnice

2 2

V—+£+z=konst.=v—°+&+zo (8.1)

2g pg 28 pg
nese jeho jméno. Rovnice (8.1) se tyka idedlni nestlacitelné tekutiny (bez
vnitiniho tfeni). Jde o proudéni v proudové trubici tak malého prifezu, ze
rychlost proudéni v ném mliZzeme povaZovat za konstantni. SpiSe bychom
tedy mohli mluvit o proudovém vldknu. Soucin plochy prifezu A4
a rychlosti proudu v je konstantni, tj. plati rovnice kontinuity

Av =konst.= 4y, . (8.2)

Proudova trubice je zndzornéna na obr. 8.1. Pfitom p znaci tlak, z vys-
ku stfedu prifezu nad referen¢ni vodorovnou rovinou, p hustotu a g gravi-

tacni zrychleni.

Obr. 8.1

Rovnice (8.1) a (8.2) jsou zdkladem feSeni mnoha dilezitych uloh
technické praxe, v nichZz misto proudové trubice vystupuje potrubi (pokud
1ze ptedpokladat, ze rychlost tekutiny v jeho prafezu je dostate¢né priblizné
konstantni).

Na Bernoulliho rovnici se vztahuje fundamentalni Gerickeho véta, kte-
rd pry ma v d&jinach matematiky obecnou platnost: Véta, ktera nese néci
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jméno, pochdzi od nékoho jiného. [Viz GORTLER (1975).] Pokusime se
poodhalit jeji tajemstvi.

Rodina Bernoulliti pochazela z Antverp, byla velmi pocetna a slavna
a do Basileje se uchylila z nabozenskych divodi. V mechanice se nejvice
proslavili bratfi Jakub (1654—-1705) a Jan (1667—1748), jakoZ 1 Jantiv syn
Daniel (1700—1782). Posledné jmenovany vydal v roce 1738 ve Strasburku
svou Hydrodynamiku, jejiz umélecky zdobeny titulni list reprodukujeme na
obr. 8.2. V této knize tvrdi autor na str. 7, Ze jeho teorie je nova, nebot’ uva-
Zuje zaroveti tlak i pohyb. Na jiném misté najdeme vétu: Zadné téleso se
nemtuze samo povznést do vetsi vysky, nez z které volné spadlo. Plivod této
vety sahd az k Leibnizovi a Huygensovi a jejim obsahem, stejn¢ jako obsa-
hem rovnice (8.1), je zakon o zachovani energie.

DANIELIS BERNOULLI Jow P

Mep, Pror, Basic,

ACAD. SCIENT. IMP:R. PETROPOLITANAE , PRIUS MATHESEOS
SUBLIMIOR)S PROF. ORD. NUNC MEMBRI £T PROF. HONOR.

HYDRODYNAMICA,

DE VIRIBUS ET MOTIBUS FLUIDORUM
COMMENTARIL
OPUS ACADEMICUM

AB AUCTORE, DUM PETROPOLI AGERET,
CONGESTUM,

’

e4ARGENTORATI,

Sumptibus JOHANNIS REINHOLDI DULSECKERI,
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K odvozeni rovnice (8.1) se vztahuje text uvedeny az v predposledni
(dvanacté) kapitole knihy (§ 5, str. 258). Tam je formulovana tato tloha
(text se vztahuje k obr. 8.3):

Obr. 8.3

Je dana nadoba s velmi velkym priirezem ACGB, kterou udrzujeme pl-
nou vody a ktera je navrtana a opatiena vodorovnou valcovou trubkou ED;
na vnejsim konci trubky se nachazi usti o, z kterého voda konstantni rych-
losti vytéka. Ptame se, jak velky tlak piisobi na vnitini strané trubky.

Reseni, které pak Bernoulli nabizi, je z naseho dnesniho hlediska ne-
pfesnym slovnim popisem fyzikalni podstaty jevu, doprovdzenym matema-
tickymi symboly, jejichZ vyznam neni nijak pfesné vymezen. Je na Ctenaii,
aby si s nimi poradil. Abychom to ¢tenafi usnadnili, vlozime do ptekladu
puvodniho textu v zdvorkach vlastni vysvétlujici poznamky. Bernoulli pise:

Necht’ a znaci vysku vodni hladiny 4B nad tstim o, vytokova rychlost

vody v otvoru o je — vznikne-li ustdleny stav — konstantni a rovna Ja (od-
tud lze soudit, ze 2g = 1), nebot’ jsme piedpokladali, Ze nadoba ziistava pl-
na. Je-li pomér prifezu trubky k prifezu otvoru v Gsti n:1, bude rychlost
v trubce Ja /n. Kdyby celd plocha FD uzavéry chybéla, byla by rychlost

v trubce \/Z , tedy vEtsi nez JZ /n; voda v trubce se tedy snaZzi téci vétsi
rychlosti, ¢emuz brani plocha uzavéry. Z toho vznika ptetlak, ktery se pte-
nasi na vnitini sténu. Podle toho je tlak na vnitini sténu umérny zrychleni,
kterému by byla vystavena tekutina, kdyby piekdzka nahle zmizela a teku-
tina mohla voln¢ proudit do atmosféry.
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Vsechno tedy probiha tak, jako kdyby se trubka béhem proudéni teku-
tiny k usti o ndhle v prafezu cd rozlomila a hledalo se zrychleni kapky (¢és-
tice tekutiny) abcd. Z tohoto ditvodu musime vzit v tvahu nadobu ABEcdC
a odtud stanovit zrychleni, kterému budou podrobeny Castice s pocatecni

rychlosti\/; /n.

Necht’ v znaci proménnou rychlost v trubce Ed, n prifez trubky (diive
to byl pomér dvou priiezi), jeji délka Ec = ¢, dx je délka ac. V tomto oka-
mziku vstupuje kapka do trubky u E, zatimco abcd trubku opousti. Kapka
u E, jejiz hmotnost je ndx (pfedpoklada se tedy jednotkova hustota), dosa-
huje rychlosti v, tedy zivé sily nv’dx (podle Leibnize je Ziva sila sou¢inem
hmotnosti a kvadratu rychlosti), kterd vznikd zaplna; vskutku nema kapka
u E pfed vstupem do trubky Zadnou rychlost, nebot’ obsah nddoby AE je
nekone¢né velky. K 7ivé sile nv’dx prijde jesté prirtstek, ktery voda dosta-
ne v prostoru Eb, kdyz kapka ad vyteCe. Tento pfirtistek je zifejmé
2ncvdv (nc je hmotnost, 2vdv vznikne diferenciaci v?). To viechno se musi
vztahnout ke skutecnému sestupu kapky z vysky BE, tedy z vysky a. Takze

plati:
mvdv + 2nevdy = nadx .
Cili
_ 2
v% =2 5 . (8.3)
C

Béhem celého pohybového déje je pfirtstek rychlosti, ktery vznika
v Casovém intervalu dx/v, amérny tlaku. V nasem ptipad€ je tedy tlak,
ktery ptsobi na kapku ad, tmérny velikosti vdv/dx, tedy téz imérny vyra-

zu (a —vz)/(Zc).

Vsimnéme si, Ze Bernoulli chape plsobeni tlaku vzdy jen jako tlak
mezi sténou a tekutinou; pojem vnitiniho tlaku v tekutiné zavedl teprve
Leonard Euler (1707—1783).

Jak odtud dospét k rovnici (8.1) a dat tedy obdivuhodnym Bernoulliho
uvaham moderni Sat? Nejprve zavedeme konstantu umeérnosti 4 a podle
posledni citované véty polozime
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2
a-v
2c
Poté nahradime vysku a vyrazem 2g(z,—z) (nebot Bernoulli psal

p=4A

Ja misto vJ2ga ). Koneéné pomér A/c¢ oznac¢ime jako p a dostaneme

2
Yoy Loz, (8.4)
2g pg

To je vSak zvlastni pfipad rovnice (8.1), v niz polozime p, =0 (ode-
¢teme atmosféricky tlak, takze p bude znamenat pietlak) a také v, =0 (hla-
dina v nadobé podle piedpokladu neklesa).

V knize Danielova otce Jana Bernoulliho, nazvané Hydraulica, nunc

primum detecta ac demonstrata directe ex fundamentalis pure mechanicis,
najdeme rovnici

2712 2_2 2

kterou bychom mohli po obdobné rekonstrukei, jakou jsme ukazali u rovni-
ce (8.3), prevést na tvar

V—2+£+z+lj@ds:ﬁ+&+zo. (8.6)
2g pg g; ot 2¢g pg

Zde s je délka métend po proudovém vlaknu od prifezu 4 k prifezu 4

S0

(obr. 8.1). Je to Bernoulliho rovnice pro nestacionarni proudéni a pochazi
od Jana, tedy nikoli Daniela Bernoulliho. Ironii osudu je, Ze i tato rovnice
byva ptipisovdna Danielovi. Jako by to byla pomsta Prozietelnosti za pod-
vod, kterého se ze zarlivosti dopustil otec Jan, aby oslabil synovu sldvu. Na
rukopisu knihy Jana Bernoulliho, ulozeném v bazilejské knihovné, najdeme
totiz datum 1732, ackoli rukopis byl prokazateln¢ dokoncen az roku 1740.
Dnes se zd4 nepochopitelné, jak ,,neohrabané byla Bernoulliho rovni-
ce v originalnim spise odvozena. Tim, ze autor zvolil napt. g = 0,5 nebo
p =1, velice znesnadnil kontrolu rovnic podle fyzikalnich rozméra. Sou-
stiedil se na zkoumani fyzikélniho jevu, zato byl nepozorny v oznacovani
veli¢in (srovnej dvoji vyznam symbolu 7). Vysledkem jeho tvah nebyl vzo-
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rec pro vypocet nezndmého tlaku, ale pouze jakasi slovné popsand umeéra
s blize neurcenou konstantou timérnosti. A prece nelze jeho dilu upfit geni-
alnost. Vzdyt’ v jeho dobé& nebyly jesté vytiibené pojmy a vSeobecné uzna-
vané definice a zdkony. Z textu je zfejmé usilovné pfemysleni, které¢ autora
dovedlo k jeho vysledktim. Je to tyz proces poznavani, kterym musi i dnes
projit — byt’ na jiné vychozi pozici — kazdy student oboru mechaniky, ktery
své poslani bere poctivé a vazné. Kréasa jeho uvah spociva v tom, ze je lze
nakonec matematicky popsat. To umél ocenit uz Leonardo da Vinci (1452—
1519), ktery napsal: Kdo nevéri ve vrcholnou jistotu matematiky, tdpe
v zmatku a nikdy neumlci rozpory sofistickych véd, které cloveka uci vec-

néemu kriku.
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Sily a energie v mechanice soustav

Pojmy sila a energie maji v zivém jazyku mnoho vyznamu. Ve védeckych
oborech se snazime o jejich jednoznacnou definici, ale i tam existuji rozdi-
ly. Sta¢i porovnat takové obory jako napiiklad fyziku, 1€katstvi nebo psy-
chotroniku (pokud jsme ochotni povazovat psychotroniku za védu, coz je
pfinejmensim sporné).

Ceska véda se od dob obrozeni snazila vymezit proti védé némecké,
prestoze mnozi nasi ucenci byli odchovanci némeckych universit a Cerpali
z némeckych ucebnic. Jesté po druhé svétové valce se napiiklad pro napéti
pouzival fecky symbol v (odvozeny od slova napéti), na rozdil od némeckého
o (od slova Spannung). Kdyz se pak roku 1951 objevil na trhu pieklad Timo-
Senkovy uéebnice Pruznost a pevnost I/Il, pusobil na nase védce a techniky
jako zjeveni a pismeno ¢ bylo vzato na milost (tentokrat bylo odvozeno od
anglického slova stress). Dnes se uz vSeobecné uznava, ze zadna véda se
nemuze uspésné rozvijet v izolaci od ostatniho svéta a ze unifikace definic
pojmt a jejich oznacovani pomaha kazdému k lepsi orientaci.

Pfesto se jednotné ndzvoslovi rodi jen obtizn€. Vzpomenme naptiklad
na stale pouzivana alternativni oznaceni pro posuv. V soudobé ceské litera-
tufe najdeme také posinuti, posunuti, premisteni. Jinym piikladem je ozna-
¢eni tlakovych nadob. V jedné ucebnici najdeme pojmy tenkosténna nado-
ba a silnosténnd nadoba. Opakem sily je vSak slabost, ne tenkost. Méla by
byt proto pouzivana oznaceni slabosténnda nadoba — silnosténna nddoba
anebo tenkosténna nadoba — tlustostéenna nadoba. Kdyz na to autor téchto
radkl upozornil autora zminéné ucebnice, dostalo se mu piekvapivé odpo-
veédi: tlusté je veptové. Autor ucebnice, vysokoskolsky profesor, ziejmé
povazoval slova tlusty, tucny za synonyma.

Abychom se vyhnuli podobnym nedorozuménim, shodneme se na tom,
ze pod pojmem sila budeme rozumét fyzikalni veliinu, jejiz Gcinky jsou
srovnatelné s ucinky tize, které kazdy ze zkusenosti zna. Statické Gcinky se
projevuji naptiklad tlakem na podlozku nebo tahem za zavés a dynamické
ucinky zménou rychlosti. V dal§im textu se zaméfime na zobecnéni tohoto
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pojmu v mechanice soustav a na dusledky tohoto zobecnéni. Definice
ostatnich pojmi jiz nebudeme uvadét, zajemce je najde v terminologickém
anglicko-&eském slovniku publikovaném v Bulletinu Ceské spolecnosti pro
mechaniku 1°98 a 2°99.

Geometrickd konfigurace mechanické soustavy o n stupnich volnosti
muze byt uréena riznymi zplsoby. Vzdy je vSak k tomu zapotiebi n veliin,
napiiklad vzdélenosti a thld, které oznacime ¢, ¢,, ..., g¢,. Tyto veli¢iny

nazveme zobecnené souradnice. Mohou to byt tieba kartézské soufadnice,
ale také jakékoli jiné. Mohou mit rizny fyzikdlni rozmér. Nemusi mit ani
pfimy geometricky vyznam, mohou to byt napiiklad koeficienty Fourierovy

fady apod. Sestavime je do vektoru q = [q] q, ---q, ]T . Sily (a silové dvojice)

pusobici na tuto soustavu rozdélime na akcni, které pii virtudlnim pohybu
konaji praci, a neakcni (vazebni), které tuto praci nekonaji. Mame pfitom na
mysli nejen pohyb tuhych téles, ale také télesa deformovatelna. Pii deformaci
télesa se méni uspotadani hmotnych ¢astic (napt. se meéni vzdalenost atomt v
krystalické mfizce), takZe vnitini sily konaji praci, jsou to sily akéni. Je-li
téleso absolutné tuhé (coz je ovSem pouha abstrakce), vzdalenost téchto ¢as-
tic se neméni a vnitini sily praci nekonaji, jsou tedy neakéni. Mezi tuhym
a deformovatelnym télesem je proto kvalitativni rozdil. Reakce mezi Cleny
soustavy jsou neak¢ni, ovSem s vyjimkou tiecich sil a momenti. U deformo-
vatelnych téles neni pocet stupiili volnosti omezen, my se vSak v této uvaze
vénujeme pro jednoduchost soustavam s kone¢nym poctem stupiii volnosti.

Zavedeme-li vice zobecnénych soufadnic nez je pocet stupiii volnosti,
napt. N > n, pak mezi nimi bude nutné splnit m = N — n vazebnich podmi-
nek. Jsou-li tyto vazebni podminky implicitnimi funkcemi zobecnénych
soufadnic, jde o holonomni podminky. Jsou-li dany jen neintegrovatelnou
diferencidlni formou (napf. pti valeni kotouce na drsné plose), jsou neholo-
nomni. Abychom dalsi vyklad nekomplikovali, zlistaneme u ptipadu, kdy
N =n.

Necht’ se nyni zobecnénd soufadnice g; (j = 1, 2, ..., n) zméni o virtudl-
ni piiristek 8¢, a ostatni soufadnice se nezméni. Pak virtualni prace 64;
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vSech akénich sil plisobicich na danou soustavu se d4 upravit do tvaru
04;,=0,8q,. Velicina Q; je zobecnéna sila. Zobecnéné sily sestavime do

vektoru Q = [Q] 0,...0, ]T (ani ony nemusi mit jednotny fyzikalni rozmér).
Potom virtudlni prace vSech zobecnénych sil je ddna skaldrnim soucinem
(ktery uz ovSem jednotny fyzikalni rozmér ma, a to joule)
54=Q"3q. 9.1
Tento vyraz mize, ale nemusi byt integrovatelny. Podafi-li se integra-
ce, pak existuje takova silovd funkce (t€Z potencidlova funkce)

U=[Q"dq=U(q,, 4, --» 4,), (9.2)
kterd generuje zobecnéné sily podle vzorce
oU
0= P 9.3)
q;
Zpravidla se misto ni zavadi do vypoctl potencialni energie V = —U,
takze
oV
0= N (9.4)
9

Vykonaji-li sily Q praci dU = Q" dq, klesne potencialni energie dV’
pravé o tuto praci. Spottebuje-li se tato prace jen na vzrust kinetické energie
T, bude dV + dT = 0, takze celkova energie

E =V + T =konst. 9.5)

Smysl zavedeni pojmu potencidlni energie je nyni zfejmy. Vztah (9.5)
vyjadiuje zdakon zachovani energie v mechanické soustave. Plati pro kon-
zervativni mechanické soustavy. Sily pusobici v konzervativni soustaveé
oznacujeme rovnez jako konzervativni.

Pozdé&ji ukazeme, Ze rovnice (9.4) a (9.5) plati za ptedpokladu V = —U
jen tehdy, ma-li vyraz pro kinetickou energii kvadratickou formu

i1 j=

a potencidlni energie V je na zobecn€nych rychlostech ¢, nezavisla. Z4dna

z téchto funkci nesmi zaviset explicitné na Case, coZ znamend, Ze soustava
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je skleronomni. Zéavislost na ¢ase bychom dostali, kdyby nékteré parametry
nebo vazebni podminky zavisely na Case, napt. by se néktery zaveés pohy-
boval predepsanym zptisobem (jako piiklad uvedeme pohyb kyvadla ve
vytahu s nerovnomérnym pohybem). V takovém piipad¢ dostaneme ve vy-
razu pro kinetickou energii 7 nejen kvadratické ¢leny zobecnénych rychlos-
ti, ale také linearni ¢leny a dokonce ¢leny, které na téchto rychlostech neza-
viseji. Vztah (9.3) sice v takovém ptipad¢ plati, ale zakon (9.5) zachovani
celkové energie neplati. Soustava energii bud’ hromadi, nebo rozptyluje.
Rikame, Ze soustava je reonomni. Sily v reonomni soustavé mohou mit sice
silovou funkci, ale soustava pfesto neni konzervativni. Naopak sily udrzuji-
ci valeni kotouce po drsné plose silovou funkci nemaji, ale jsou konzerva-
tivni (nedochézi-li k prokluzu se tfenim, tak se energie nerozptyluje).

Poznamenejme, Ze koeficienty my;; kvadratické formy (9.6) se mohou
meénit v zavislosti na zobecnénych soufadnicich, mohou tedy zaviset na
konfiguraci soustavy (jako piiklad sta¢i uvazit vyraz pro kinetickou energii
klikového mechanismu). Jsou to prvky symetrické matice hmotnosti M,
s kterou Ize rovnici (9.6) napsat také v maticové forme

T :%qTMq. 9.7)

Projevuji-li se v soustavé gyroskopické ucinky, obsahuje vzorec pro
kinetickou energii také linedrni ¢leny. Pfitom muze jit o skleronomni sou-
9.7).

Nazev holonomni resp. neholonomni soustava zavedl H. Hertz (1857-
1894). Nazvy skleronomni resp. reonomni pochdzeji od L. Boltzmanna
(1844-1906).

Jak jsme se jiz zminili, miiZe potencial U v nékterych ptipadech zaviset
explicitn€ na Case, takze

U=U(q,,q ... 4,.1) (9.8)

Sily odvozené z této funkce maji potencidl, ale nejsou konzervativni.
Ptikladem miize byt sila ptsobici v cyklotronu na elektricky nabitou ¢astici,
jejiz kineticka energie se po kazdém obchu zvétSuje. Sily proto nejsou kon-
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zervativni, aCkoli maji potencial (ten vSak zavisi na Case). Naproti tomu sily
udrzujici valeni kotouce po podlozce nemaji potencial, pfestoze zachovava-
Ji energii.

Miize byt proto uzite¢né oznacit spole¢nym nazvem sily, které lze od-
vodit derivacemi skalarni veli¢iny (bez ohledu na to, jsou-li konzervativni
¢i ne). Nazvéme je proto monogenni sily. Sily, které nejsou monogenni,
nazveme polygenni (podle C. Lanczose). To jsou naptiklad sily tieni.

V nejobecnéjSim piipadé mize potencial zaviset nejen na zobecnénych
posuvech, ale také na zobecnénych rychlostech, a ovSem explicitné také na
Case:

U=U(4,:95-9,>91>92>9,-1)- 9.9)

Takovy potencidl maji elektromagnetické Lorentzovy sily plisobici na
nabitou castici v elektrickém a magnetickém poli. Pro né vSak plati obec-
n¢jsi vztah [srovnej s rovnici (9.19)]

Ay (9.10)

Jestlize plati (9.6), a silova funkce (9.9) nezavisi explicitné na case,
avSak zavisi na zobecnénych rychlostech, je soustava skleronomni a zakon
zachovani celkové energie (9.5) plati, pokud potencidlni energii definujeme
vztahem

n aU
V=Y —g -U. 9.11
Z{ P (9.11)

Pro zjednoduseni dal§iho vykladu se nyni omezime na soustavu hmot-

i

nych ¢astic (,,bodi*) m; (i = 1, 2, ..., n), jejichz poloha je urena polohovy-
mi vektory (radiusvektory) r;. Podle d’Alembertova principu je virtudlni
prace 6 4 vykonana akénimi a setrvaénymi silami rovna nule:

. d
6A=;{Ff—a(mivf)}8r, =0. (9.12)

Polozili jsme r, = v,. Jestlize maji akeni sily potencial, 1ze je odvodit ze

silové funkce U podle vztahu F, =0U/or,. Jsou to tedy monogenni sily.

51



V takovém piipadé miizeme za virtualni pfiristek dr, zvolit skutecny piirtis-
tek dr; a prvni Clen na pravé stran¢ (9.12) integrovat. S druhym ¢lenem si
takto neporadime, setrvacné sily nejsou monogenni. Nelze je tedy odvodit
znéjaké funkce platné pro soustavu jako celek, je nutné je formulovat pro
kazdou ¢astici zvlast. Této nevyhody se lze zbavit obratem, ktery pouZili uz
Euler i Lagrange, ale teprve Hamilton (1805-1865) jej formuloval konzis-
tentné. Rozpoznal, Ze Casovou integraci lze setrvacné sily pfevést na mono-
genni formu. Do vztahu (9.12) zavedeme silovou funkci U, vynasobime jej
diferencialem dr a integrujeme v mezich od ¢ = ¢, do ¢ = £,. Dostaneme

JZ.SAdt=SJ%Udt+6J%%imi|vi|2dt—{imivf.éri} .(9.13)
4 4 < =l i=1 .

Clen v hranaté zavorce mizeme anulovat, zvolime-li pevné integraéni
meze, takZe bude Or,(t=t¢)=0r,(t=¢,)=0. V pfedposlednim ¢lenu po-
znavame kinetickou energii 7. Zavedeme proto Lagrangeovu funkci

L=T+U. (9.14)

Vyraz (13) musi byt nulovy, protoze podle (9.12) plati, ze 64 = 0. Bu-
de tedy

L2}
5[Ldz:o. (9.15)
t

To je slavny Hamiltoniiv princip, podle néhoz je Casovy integral (akéni
integral) Lagrangeovy funkce stacionarni pro libovolnou variaci konfigura-
ce mechanického systému, a to za predpokladu, Ze ob¢ integraéni meze jsou
pevné. Rovnice (9.15) obsahuje veskerou informaci o pohybu mechanické
soustavy jako celku.

Nazev Hamiltonitv princip prosazoval Hamiltonliv soucasnik Jacobi
(1804-1851), ale védci v devatenactém stoleti jej neptijali, ujal se teprve
o sto let pozdé&ji.

Je-1i soustava skleronomni a silovd funkce nezavisi na zobecnénych
rychlostech, mizeme do rovnice (9.14) dosadit U = —V a psat

L=T-V. (9.16)
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Pohyb soustavy je zndm, zndme-li v kazdém okamziku zobecnéné sou-
fadnice popisujici konfiguraci soustavy. Zvolime-li zobecnéné soufadnice
q1, ..., qn za bazi v n-rozmérném prostoru, bude tato konfigurace znazorne-
na jedinym bodem C. Pohyb tohoto bodu bude znazorfiovat pohyb sousta-
vy. V geometrické interpretaci pohybu soustavy mtizeme jit jeSté o krok
dale a zatadit Cas ¢ jako dalsi soufadnici v #n + 1 rozmérném prostoru. Pohyb
soustavy je pak dan k7ivkou C, jak je znazornéno pro n =2 na obr. 9.1. Je to
jakasi ,,svétocara* bodu C. Variovana kiivka, ktera odpovida variaci pohy-
bu, je oznadena C'. Obé kiivky maji spoleény pocate¢ni a koncovy bod
(A pro t = t, resp. B pro ¢ = t;). Cas je nyni jednou ze soufadnic, takZe jej
neni tfeba povazovat za nezavislou proménnou. Vsechny soufadnice, ¢; a ¢,
by bylo mozné vyjadiit pomoci téhoz nezéavislého parametru 7. Maji tedy
rovnocenné postaveni. Za napad zahrnout ¢as mezi ostatni soufadnice vdé-
¢ime Lagrangeovi a jeho Mécanique analytique (1788).

A

qi

Obr. g.1

Iy
Podminka (9.15) je podminkou stacionarity akéniho integralu j Ldzt.

h
Jak je znamo z ucebnic variaéniho poctu, nutnou a postacujici podminkou
k tomu je splnéni diferencidlnich Eulerovych-Lagrangeovych rovnic (dale
jen Lagrangeovy rovnice)
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ia—'L—a—L:O,(z’Zl,l...,n). (9.17)

dz 6q, 0q,

Hodnotu skalarni Lagrangeovy funkce L zndme pro kazdy bod kiivky
C na obr. 9.1. Tim je akéni integrdl uren. Tato hodnota se nezméni, pte-

jdeme-li k jinym soufadnicim oznacenym pruhem podle vztaha

4= /(91:935---,9,) »

............................ , (9.18)

4, = 1,(41:935----9,) -

Jde o vzijemné jednoznaéné zobrazeni q<>q Vv prostoru R". Tvar

funkce L se dosazenim z rovnic (9.18) zméni, ale jeji hodnota nikoli, takze
se nezméni ani ak¢ni integral. To znamena, Ze Lagrangeovy rovnice budou
platit 1 v nové soustavé soufadnic. Pro jednotliva i se sice budou od pied-
chozich lisit, ale jejich soustava jako celek bude opét zaruCovat splnéni
podminky (9.15). Protoze ¢as je nyni jen jednou ze soutfadnic, znamena to,
ze Lagrangeovy rovnice jsou invariantni nejen k transformacim (9.18), ale
plati ve stejném tvaru dokonce i v soufadnicové soustaveé, kterd se vzhle-
dem k ptivodni soustavé libovolné pohybuje. Spliuji tedy princip invarian-
ce, ktery fascinoval fyziky devatenactého stoleti a ktery ma dulezitou ulohu
1 v soucasnosti. Jinou vyhodou téchto rovnic ve srovnani s d’Alembertovym
principem je, ze potiebujeme jedinou skalarni funkci L, ktera urcuje dyna-
miku celé soustavy. Nepotfebujeme tedy urCovat zrychleni jednotlivych
¢lent a pocitat virtudlni praci vSech setrvacnych sil.

Dosadime-li z rovnice (9.14) do (9.17), dostaneme po uprave

dor_or_ 4o ou 019

dzog, oq,  dtdq, 0g,

Levé strana této rovnice predstavuje i-tou slozku zobecnéné setrvaéné
sily (se zapornym znaménkem), prava i-tou slozku zobecnéné akéni sily.
Nezavisi-li silova funkce na zobecnénych rychlostech, odpadne na pravé
stran€ prvni ¢len a za U je moZzné dosadit potencidlni energii (— V). Budeme
vSak vychazet z obecnéj$iho tvaru (9.19). Tuto rovnici nyni vynasobime
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diferencidlem dg, =¢,d¢ a zintegrujeme. Na levé stran¢ dostaneme (inte-

gracni konstantu pfipojime nakonec)

d or oT .
[+ - j 4 =——d;~ - J —dql (9.20)

dr g, )? 0q; 861,
Nezavisi-li kineticka energie T explicitné na Case, je jeji totalni dife-

rencial
dT = z(d—Td +6—Td ] (9.21)
i=l1 i aqz

Secteme-li vSechny rovnice (9.20) (pro i = 1, 2, ..., n), dostaneme

s pouzitim (9.21) pro soucet levych stran rovnic (9.19) vyraz

0T . . : . ¥
Z—.q[ —T +konst. Obdobné¢ muizeme postupovat i na pravé strané

i=1 i
(9.19), takze nakonec dostaneme (po prevedeni vSech ¢lent kromé konstan-
ty na levou stranu rovnice)

ZM —(T +U) = konst. (9.22)

i=1 8q1

Definujeme-li zobecnénou hybnost rovnici

p=t, 923)

aq,

dostaneme z rovnice (9.22) zédkon zachovani celkové energie soustavy ve
tvaru

Zplqi —L =H =konst., (9.24)

i=1
ktery je obecné&jsi nez (9.5) a plati pro jakoukoli formu Lagrangeovy funk-
ce. Jedinym pozadavkem je, aby tato funkce nezavisela explicitné na Case.
To znamena, Ze plati pouze pro skleronomni soustavu. Funkce H je v litera-
tufe oznaCovana jako Hamiltonova (hamiltonska) funkce.

Zavisi-li na zobecnénych rychlostech jenom kinetické energie, a nikoli
silova funkce, a mé-li navic kinetick4 energie tvar (9.6), bude
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p; = Zm”c}j , takZe

J=1

ZpiC}[ :szg‘q‘iq‘j =2T. (9.25)
i=1 i=l j=1

Rovnice (9.24) potom da
2T -T-U=T-U =T +V =konst., (9.26)

coz je vSak rovnice (9.5).

Lagrangeovy rovnice jsou skvélym nastrojem k feseni tloh z dynamiky
soustav pro ty, kdo s nimi dovedou zachazet. A Ze to nebyva ani mezi spe-
cialisty pravidlem, o tom se pozorni ¢tenafi odbornych periodik jisté jiz
sami presvedcili.
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Princip superpozice v mechanice
poddajnych téles

Vyhledame-li v kterékoli uéebnici pruznosti a pevnosti heslo ,,zakon Hoo-
ketav*, dovime se zpravidla jen to, ze jde o linedrni zavislost mezi tenzorem
napéti a tenzorem pietvoreni. S tim vSak Robert Hooke (1635-1703) nem¢l
nic spole¢ného, a ani nemohl mit, vzdyt podrobny rozbor a definici pojmu
napjatosti v télese uvetejnil az roku 1828 A. L. Cauchy (1789-1857) a mo-
dul pruznosti byl definovan Thomasem Youngem (1773—1829) teprve roku
1807, tedy asi 130 let po zvetejnéni Hookeova zakona (roku 1678).

Anglicky fyzik a astronom Robert Hooke uplatnil roku 1675 v dodatku
ke svému dilu A4 description of helioscopes, and some other instruments
narok na prvenstvi objevu pruziny nepokoje hodin, jez fidi jejich pohyb,
veden snahou ,,Celit nékterym nepéknym jeviim na kontinenté*. Tim ziejmé
myslel spory o prvenstvi, které¢ vedli n¢ktefi kontinentalni evropsti ucenci
a vynalezci nejen mezi sebou, ale i se svymi anglickymi kolegy. Aby pak
,,vyplnil prazdnotu dalsich stranek*, oznamil, ze uvefejni n¢které své obje-
vy. Jako treti znich uvedl ,,pravou teorii pruznosti nebo pruzné sily se
zvlastnim zfetelem k nejriznéjSimu pouziti, zejména pak pocetni metodu
k urCeni rychlosti téles, kterd se pohybuji u¢inkem pruzné sily. Sviij objev
zaSifroval do anagramu ceiiinosssttuu. Tim si pojistil prvenstvi, jehoz by
mohl pozbyt jen v pfipadé, ze by nékdo dokazal, ze tyz zakon objevil dfive.
Onu deklarovanou ,,pravou teorii pruznosti‘ si pfitom mohl nechat jesté
libovoln¢ dlouho jenom pro sebe.

O tii roky pozdéji, roku 1678, vyslo jeho dilo Lectures de potentia re-
stitutiva, or of spring explaining the power of springing bodies, v jehoz
uvodu Robert Hooke pravi: Teorie pruzin, jakkoli se o ni mnozi dnesni ma-
tematikové pokouseli, nebyla dosud nikym uverejnéna. Objevil jsem ji uz
pred osmnacti lety, avsak rozhodl jsem se, Ze ji nebudu po cdastech uverej-
novat, ponévadz bylo mym umyslem nejprve ji pouzit v nékterych zvlastnich
pripadech. Zaroven prozrazuje feSeni sv€ho anagramu: ut fensio sic vis, cozZ
znamena: ,,Cim v&tsi protaZeni, tim vétsi sila“. Nejde tedy o nic vic a o nic

57



méné neZ o piimou umeérnost mezi pisobici silou a vzniklou deformaci.
Poznamenejme, Ze v latiné se tehdy obvykle nerozliovaly znaky u, v. Re-
Seni anagramu je slozeno z pismen, obsazenych v zadani.

Dnesni ¢tenai maze byt zklaman, Ze jde o tak trividlni poznatek. AvSak
ve své dob¢ to byl poznatek neobycejné vyznamny. Hooke poprvé jasné
a védecky presn¢ definoval pojem pruzného télesa. Jeho linearni zdkon
umoznil aplikaci principu superpozice a stal se zdkladem feSeni mnoha uloh
z oboru statiky 1 dynamiky pruznych téles. Konecné je tieba uvést, ze Ho-
oke pojednal jako prvy o harmonickém pohybu hmoty upevnéné na pruziné
a rozpoznal izochronizmus tohoto pohybu.

|
= 1 '3 2 A
VF'I VF'Z

Obr. 10.1

Disledky tohoto jednoduchého zékona objasnime na ptikladu piihra-
dové konstrukce znazornéné na obr. 10.1. Je zatizena dvéma silami Fi, F>.
Ulohou je vypotitat prihyb v misté 3. Nechme nejprve puisobit pouze silu
F. Podle Hookeova zakona musi byt prithyb y; imérny pisobici sile, takze

y;=ay'F. (10.1)

Horni index (0) znamen4, Ze pfi¢inkovy &initel ai) nezavisi na zadné
sile. Kdyby vsak pted ptilozenim sily F ptsobila jiz sila >, mohl by tento
Cinitel na uvedené sile zaviset, aniZ by se porusila uvedena piiméa umeérnost.
To vyjadiime ptipojenim horniho indexu (2), takze bude

¥, =aiF +ay'F,. (10.2)

U druhé sily je index (0), nebot’ zacala ptlisobit jako prvni, nezavisle na
sile F;. Nyni tuto silu opét odejmeme, takze zlistane jen sila prvni. Pti¢in-
kovy ¢initel a;, vSak mulze nyni zéviset na prvni sile. Vysledny prihyb
bude

by=a)F +ay'F, —ay)F,. (10.3)

58



Koneéné odejmeme 1 zbyvajici prvni silu, takZe konstrukce nebude za-
tizena a prithyb bude nulovy:

7, =0=a'F, + a0 F, - F, ~a'F,. (104)
Odtud vypocteme
F,
) -l =P (ol —a. (105
2

Leva strana nezavisi na sile F,. Proto musi byt obla zavorka imérna té-
to sile, takze

a® —al¥ = kF, . (10.6)
Z této rovnice vypocteme a'’ a dosadime do (10.2). Pro konstrukci za-

tizenou dvéma silami tak vyjde

V3= ag?)Fl + agg)Fz +KEF,. (10.7)

Posledni ¢len na pravé stran¢ predstavuje vazbu mezi G¢inky obou sil
a znemoznuje aplikaci principu superpozice. Zaroven porusuje Hookeliv
zakon, protoze vzrostlo-li by zatizeni (sila F i sila F,) dvakrat, vzrostl by
tento Clen Ctyfikrat. Proto musi byt £ = 0. Pak ovSem podle (10.6)
al? =al? apodle (10.5) také a!) =aly . Disledkem Hookeova zékona je
nezavislost pfi¢inkovych Ciniteld na zatizeni a linearita rovnice popisujici
zavislost deformace na puisobicich silach. Uginky téchto sil je proto mozno
s¢itat nezavisle. Princip superpozice je tedy diisledkem Hookeova zdakona
a prithyb je linedrni funkci pusobicich sil.

Platnost Hookeova zdkona se omezuje na tfidu linedrné pruznych téles,
jejichz naméhani se pohybuje v mezich imérnosti. Tyto meze jsou dany
konvenci. Ptisné vzato, Hookeliv zakon neplati nikdy. Lze jej vSak aplikovat,
jsou-li odchylky od néj zanedbatelné. Mohou mit dvé pficiny, jednak nemusi
platit linedrni zavislost tenzoru napéti na tensoru pretvoreni (materidlova
pricina), jednak mohou vlivem deformaci (posuvi a otoceni) vznikat pod-
statné zmény vnitinich statickych G¢inkl (geometrickad pricina). Prvni ptiina
je snadno pochopitelna, zaméfime se proto na pfi¢inu geometrickou.
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Zdalo by se, ze v teorii Stihlych prutii vyrobenych z linearné elastické-
ho materialu staci splnit dva pozadavky, totiz aby posuvy a uhly otoceni
byly malé, a platnost Hookeova zékona je zarucena. Staci vSak, abychom si
vzpomnéli na vzpér. Pfendsi-li prut velkou osovou silu, zméni se ohybové
momenty v ném i pii malych prihybech nezanedbatelnou mérou. Je-li vSak
vzpérnd sila konstantni, plati pro pficné€ plisobici sily zakon superpozice. Je
to tim, Ze pfi konstantni vzpérné sile je deformace popséana linearni diferen-
cidlni rovnici. Zahrneme-li vSak vzpérnou silu do vnéjsich sil, které se mo-
hou ménit, pak zakon superpozice neplati.

Nemusi vSak platit ani tehdy, nepasobi-li v prutu osova sila a prihyby
a otoceni jsou malé. Uvedeme piiklad. Na tuhé vodorovné podlozce lezi po-
lonekonecny §tihly elasticky prut o priifezu S, hustoté p a ohybové tuhosti EJ.
Zacneme jej zvedat svislou silou F ptisobici na jeho konci (obr. 10.2). Proto-
ze rozdéleni ohybovych momenti v prutu je spojité¢, bude moment v misté
odlehnuti prutu nulovy (pfima ¢ast prutu se neohybd). Délku odlehnuté casti
prutu oznac¢ime x. Pro tuto ¢ast musi tedy platit momentova podminka

Fx—1pgSx® =0. (10.8)

Zde g znaci tihové zrychleni. Pro svisly posuv 0 konce prutu, vyvolany
silou F a spojitym zatizenim vlastni tihou pgS [N.m™'] dostaneme

Fx’  pgSx* 1 3 .
= - = 8Fx” —3,0g8x" |. 10.9
T T eS| (109)
KdyZ sem dosadime za x z rovnice (10.8), vyjde ndm po snadné Upravé
2 F!
3EJ p'g’S
Podobné vypocteme uhel otoceni konce prutu (sklon) ¢. Vyjde
2 F°

Q= Em : (10.11)
Veli¢iny (10.10) a (10.11) mizeme ucinit volbou F' libovolné malymi,
a presto nebudou tyto vztahy vyjadiovat linedrni zavislost deformace na
pusobici sile. To znamena, ze Hookelv zakon neplati, a to pfesto, ze pru-
hyby 1 uhly otoceni jsou malé a ptetvofeni je pfimo imérné napéti. Tento
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piiklad by ndam mél byt poucenim, ze opravnénost uziti principu superpozi-
ce je vzdy tieba bedlivé zkoumat.

A

EL

\

Obr. 10.2

Nemoznost linearizovat vztahy (10.10) a (10.11) souvisi s tim, Ze se
v dané uloze méni okrajové podminky se zatizenim (méni se délka odlehnu-
té Casti prutu). Ze stejnych divodl nelze linearizovat vztahy mezi pfitlac-
nou silou a deformaci v Hertzové teorii, kterd se tyka dotyku mezi télesy
(dotykova ploska se méni se zatizenim).

Uvedeme jeSt€¢ jeden piiklad. V pozlstalosti Jakuba Bernoulliho
(1654-1705) byla uvetejnéna tloha o elastickém prutu vetknutém do svislé
stény a zakifiveném tak, Ze se uCinkem svislé sily urcité velikosti napfimi
(obr. 10.3). Reseni bylo uvedeno ve tvaru a” = sr, v némz s je délka oblou-
ku stfednice méfend od konce prutu a » polomér kiivosti prutu v misté ur-
¢eném touto délkou, a je konstanta. Vydavatelem poziistalosti byl Jakubiv
synovec Mikula§ (1687-1759), ktery ptiznal, ze neni schopen spravnost
feSeni dokézat. Dlikaz podal o mnoho let pozd¢ji Leonard Euler (1707—
1783). Rozpoznal, Ze feSenim je klotoida.

S

| lF

Obr. 10.3

Dnes nahlédne spravnost feseni kazdy alespon trochu bystry absolvent
zakladniho kurzu pruznosti a pevnosti. Vi, Ze zména kiivosti prutu je tmér-
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na plsobicimu ohybovému momentu a konstantou imérnosti je pfevracena
hodnota ohybové tuhosti £J, takze

l=£=ﬂ. (10.12)

r EJ EJ

Ohybovy moment M pocitdme v napifimeném prutu v misté, které mélo
v zak¥iveném prutu kiivost 1/7. Srovnanim vyjde a* = EJ/F. Podle (10.12)
je kiivost nezatizeného prutu imérnd délce oblouku s a tuto vlastnost ma
pravé klotoida. Konec prutu je pak stfedem klotoidy.

Nabizi se nyni tato tivaha: jestlize sila /" ptfivede prut do ptimého tvaru,
pak sila (—F) ptivede pfimy prut do tvaru klotoidy. Jinymi slovy, rovnice
klotoidy, kterou ¢tenaf najde naptiklad ve zndmém Prehledu uzité matema-
tiky K. Rektoryse a kol. (1. vyd. SNTL Praha 1963), je presnym feSenim
priahybu vetknutého pruzného nosniku zatizeného na volném konci pticné
pusobici silou. Tato uvaha vsak neplati, je prikladem nesprdavné aplikace
principu superpozice.

V prvém piipad€ pusobi totiz sila ' koncem zatézovaciho procesu na
konec naptimeného prutu. V druhém piipadé by sila (—F) piisobila na za-
kiiveny prut, tedy v jiném misté. Kdyby m¢la byt klotoida vskutku feSenim
prihybu vetknutého nosniku zatizeného letmou silou, musil by byt v této
deformované poloze ohybovy moment imérny vzdéalenosti s méfené po
oblouku stfednice, a toho nelze dosahnout.
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Odkaz hrabéte Adhémara Jeana Clauda
Barrého de Saint-Venanta dnesku

Ve dnech 18. az 22. srpna 1997 se ve Stockholmu ve Svédsku konala tieti
Evropské konference o mechanice pevnych téles (Euromech). Mimotadnou
pozornost upoutal prispévek Itala E. Benvenuta, cele vénovany pamatce
hrabéte Adhémara Jeana Clauda Barrého de Saint-Venanta (1797-1886).
Pokusime se pfiblizit obsah jeho sdéleni nasim ctenaiim.

Vyznam tohoto ucence snad neni tieba pripominat. Nejlépe ho charak-
terizuji dvé véty z ¢lanku, ktery r. 1886 uvetejnil L. de Maricourt v ¢asopi-
su L’Univers: Pan de Saint-Venant dosdhl vrcholu védy, za nimz je uz jen
sam Buh, a pritom se jevil jako skromny, pokorny, horoucné veérici. Priklad
takového cloveka je vyzvou sursum corda v nasi rozkolisané dobé. Laskavy
Ctenafi, posud’ sam, zda posledni véta plati i pro nasi dobu a zda odkaz to-
hoto velkého muze mé dnesku co fici.

Saint-Venant byl ve své vlasti po dlouhé obdobi opomijen, ba piimo
nendvidén, a to az do chvile, kdy byl ve svych 71 letech zvolen ¢lenem
Akademie véd, v niz zaujal misto po zesnulém J. V. Ponceletovi. Davno
predtim vSak byl uznavan v Némecku, v Anglii i v Italii. Abbé Moigno pise
v predmluvé ke knize Lekce z analytické mechaniky r. 1868, jak pfi psani
poslednich dvou kapitol z teorie pruznosti hledal pomoc u svych némec-
kych a anglickych kolegt. Ti mu odpovédéli: Blizko Vas Zije autorita par
excellence; pan de Saint-Venant. Porad'te se s nim, naslouchejte mu, nasle-
dujte ho. A jiny ucenec dodal: Vase Akademie chybuje, velmi chybuje, kdyz
neotvira dvere matematikovi, kterého nejpovolanéjsi odbornici povazuji za
vysostného.

K tomu je tfeba poznamenat, ze za ¢lena Akademie byl Saint-Venant
jako jeden ze Sesti kandidatl navrzen uz r. 1843. Vybérova komise tehdy
doporucila dva nejvhodnéjsi kandidaty: Saint-Venanta a Morina. Zvolen
vSak byl Morin a Saint-Venant se ocitl v pofadi az na ¢tvrtém misté. Sam
Saint-Venant o toto ¢lenstvi usiloval, nebot’ by mu to bylo umoznilo véno-
vat se vyhradné véd¢ a vyzkumu. Dokladem této snahy je dopis, ktery na-
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psal pfed osudnou volbou panu M. Ch. Dupinovi. V ném pise: Rekli mi, ze
kdybyste v diskusich dnes vecer vysvetlil, jak by bylo uZitecné mit v radach
Akademie inzenyra z oboru mostniho a silnicniho stavitelstvi, Ze by to pii-
sobilo velkym dojmem. Uradujici hlavni inZenyr, ktery pravé o mné poddval
zpravu, Vam dosvédci, ze miyj urad by mne nepovazoval za nehodného,
kdybych jej representoval.

Pti¢inou neptizn¢ francouzské védecké obce snad mohla byt udalost,
oniz se r. 1902 ve své chvalofeci zminuje J. Bertrand. Saint-Venantovi,
studentu Ecole polytechnique,* bylo asi sedmnéct let, kdyz byl Napoleon I.
porazen u Lipska a nebyl schopen ubranit Francii pfed evropskymi spoje-
nymi armadami. Zdalo se, ze uz i Pafiz padne, a tak byli na barikady povo-
lani téz studenti této Skoly. AvSak Saint-Venant odmitl nastoupit se slovy:
Mé svédomi mi nedovoluje bojovat za uchvatitele. Byl prohlaSen za zradce
a zbabélce a vylouCen ze studia. Pracoval pak po osm let jako praktikant
v pracharné, do niz ho pfivedl zajem o chemii a také pratelstvi s Gay-
Lussacem. Teprve roku 1823 mohl znovu nastoupit do Skoly, tentokrat do
Skoly pro stavbu mostii a silnic (Ecole des Ponts et Chaussées).

Z této doby pochézi pozoruhodny zapis denniho rozvrhu: 5:30 Vistat,
modlitba, meditace. 6:30 Uceni zpaméti. 7:00 Cetba a vypisky historické
nebo literarni. 8:00 Prace matematické. 9:00 Prdce pro Stavbu mosti
a silnic. 10:00 Snidané. 10:30 Prochdzka a denni zalezZitosti. 11:00 Prace
pro Stavbu mostu a silnic. 13 :00 Hudba nebo lekce. 14:00 Prace pro Stav-
bu mostu a silnic. 17:00 Vecere. 18:00 Prochazka. 19:00 Hudebni hodinka.
20:00 Cviceni ve zbrani apod., nebo prace, redakce, nebo spolecnost, ital-
ska komedie nebo korespondence. 22:30 nebo 23:00 Modlitba a uléhani ke
spdnku. — Zdadné cteni v posteli, Zadné diimani ve dne, ani druhé zdFimnuti
rano v posteli.

Jak nevzpomenout na slova Ludvika Vaculika, ktera adresoval koncem
Sedesatych let tehdejSim samozvanym mocipanim: A¢ délate, co délate,
panstvo z vas nikdy nebude.

" Podle vzoru této koly bylo zalozeno CVUT v Praze.
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Saint-Venant byl kiestanem, ale nebyl bigotni. Jeho zboznost byla —
jako u vSech velkych myslitelti — piesvédc¢iva. Jeho starsi syn Raoul na né-
ho prozradil, Ze kdyby byl otec poznal klasterni fady uz dfive tak, jak je
poznal pozdé&ji, byl by se stal benediktynem. Zaroven vSak pry s usmévem
dodaval: ,,OvSem nejsem si jist, zda bych u nich vydrzel, protoze ti dokazou
pracovat v zim¢ v nevytopenych mistnostech, a to bych asi nesnesl.* Saint-
Venant si poznamenal do svého zapisniku: Chci, 6 Pane, protoze jsi mne
povolal do stavu inzenyrského, myslit jen na obyvatele tohoto kraje, ktery
obyvdam, postarat se o to, aby uctivali a milovali krale, a to tim, Ze budu
vykonavat skutky spolecensky prospésné. Na jiném misté piSe: Musim si
prat jen obecné ctnosti, dobrotu, néhu, pokoru a prostou mysl.

Byl zprosttedkovatelem mezi témi, kdo chtéli pfirodu podridit védec-
kym teoriim (jako byla teorie Poissonova a Cauchyho), a t¢mi, kdo vycha-
zeli z pouhé empirie (L. Vicat). Védél, ze pokrok je mozny jen konfrontaci
teorie a praxe. Jeho inzenyrska praxe se prevazné tykala ,,zemé&d¢€lské hyd-
rauliky*, jak obor sam nazval, a nikoli mechaniky poddajnych téles, v niz
se jako védec nejvice proslavil. Navrhoval dimyslné zavlazovaci systémy,
regulaci toki, zabyval se vyuzitim rybnikti a vodnich nadrzi ke zlepSeni
krajiny 1 zemédé€lstvi. M¢l hluboké socidlni citéni, snazil se zlepsit udél
chudych venkovanii. Napsal: Nic neni mené kiestanského nez opovrzeni,
nic slepéjsiho nez pohrdani bez schopnosti naslouchat.

Ve svych 45 letech byl dan do zalohy se snizenym platem a o Sest let
pozdgji, po prevratu r. 1848 vedeném synovcem Napoleona 1., pozd&jsim
cisafem Napoleonem III., byl penzionovan. Téhoz roku napsal dopis panu
de Falloux, v némz pozaduje vpravde kiest'anské feseni socidlnich nepoko-
ju, bez represi a pendrekl. Pozaduje zadavani vefejnych praci, chléb pro
chudinu, odplaceni zla dobrem, vola po velkorysosti. Navrhuje, aby vojaci
cast své nékolikaleté sluzby, napt. tii az Sest mésicd, vénovali pomoci ze-
médélcim. Svij dopis konéi slovy: Prominte, pane, Ze Vas unavuji svym
dlouhym dopisem, ktery Vam mozna nic nerika a ktery moznd ani nema
obecny smysl. Adresuji jej viak tam, kde — jak vérim — existuje inteligence.
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O razovém namahani téles

Zpusobime-li v n€jakém prosttedi rozruch ohraniceny v prostoru i v ¢ase na
pomérné malou oblast, rozsifi se i do vzdalenych mist a jeho $ifeni trva po
n¢jakou dobu i po skonceni vnéjSiho pisobeni. Vznikne vinovy proces.
Tento jev zna kazdy z vlastni zkuSenosti; napt. Sifeni akustickych vin ve
vzduchu, vInéni na vodni hlading, otfesy pudy, Sifeni rozhlasovych vin.
Ackoli tyto jevy maji mnoho spolecného, lisi se navzdjem natolik, Ze se
v dal$im textu soustiedime pouze na pripad mechanického vinéni v télesech
vystavenych razam, tj. ndhle pfilozenym (ndhle zménénym) silam, popf.
silam plsobicim jen po velmi kratkou dobu. Strucné se zminime i o razech
vzniklych dopadem kapaliny na pevné téleso.

Podstata Sifeni rozruchu spociva ve vzajemném puasobeni atomt. Mii-
zeme si je predstavit jako hmotné Castice spojené nehmotnymi pruzinami.
Pro pochopeni vinového procesu je tato piedstava velmi uzitecna, ackoli je
znacné zjednodusend. Pohyb nékteré Castice (atomu) se pruzinami pienese
do Castic sousednich a pak do vzdalenych, dokonce i zna¢né vzdalenych,
prestoze se Castice pohnou jen nepatrné. Rychlost Sifeni rozruchu je vétsi,
jsou-li pruziny tuzsi a hmotnost ¢astic mensi. Pfedstavime-li si hmotu jako
kontinuum, u n¢hoz je hmotnost spojitou funkci soutadnic, zastupuji tuhost
pruzin elastické konstanty a hmotnost &astic hustota. Cést télesa zasazena
vInénim je od ostatni ¢asti, v niz jsou atomy dosud v klidu, oddélena vino-
vym ¢elem.

Je-li téleso pevné a izotropni, mohou se v ném Sifit dva druhy vin.
V prvnim ptipadé se hmotné ¢astice pohybuji — podobné jako u akustickych
vin v tekutiné — ve sméru Sifeni vlny, takze v télese vznikaji v fezech kol-
mych ke sméru Sifeni jen normalova napéti (tahova, popf. tlakova). V dru-
hém ptipadé provazeném vznikem teénych (smykovych) napéti se Castice
pohybuji kolmo ke sméru $ifeni; to pfipomind spiSe elektromagnetické vl-
ny. Jde o podélnou, resp. pti¢nou vinu. At kterdkoli z nich dopadne na vol-
ny povrch télesa nebo na rozhrani s jinym télesem, popf. s jinym prostie-
dim, za¢nou se z mista dopadu v télese obecné §itit obé viny (podélna
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1 pti€nd). To je zasadni rozdil proti vin¢€ akustické nebo viné elektromagne-
tické, které generuji vzdy jen vinu téhoz druhu. Pfipomenime, Ze v idealnich
tekutinach nemohou vzniknout smykova napéti, a tedy ani pticné viny.

Odrazené viny se skladaji s vilnami dopadajicimi. Ustanou-li mezitim
zmény vnéjSiho zatizeni télesa a tvori-li vnéjsi sily rovnovaznou soustavu,
obnovi se po mnoha priletech a odrazech vin rovnovazny stav, v némz vl-
nové procesy vlivem tlumeni ustanou. Nejsou-li vnéjsi sily v rovnovaze,
avSak jsou nadéale neménné, vytvoii se obdobné¢ kinetostaticky stav, v némz
se rovné¢z napjatost ani pomérné deformace neméni. Méni-li se zatizeni
velmi zvolna, takze doba téchto zmén je mnohem vétsi nez doba pruletu
viny télesem, lze vlnové procesy v télese zanedbat. U razové namahanych
téles hraji naopak vinové procesy dominantni roli. Zakony, kterymi se vl-
nov¢ procesy fidi, se znacné zkomplikuji, vzniknou-li kromé elastickych
také viskozni, popt. plastické deformace nebo lomy. Casto nebyva splnén
ani ptredpoklad malych deformaci. Moznosti exaktniho feSeni vlnovych
procesit v prostorové ohranicenych télesech byvaji omezené, dokonce
i tehdy, uvazujeme-li jen elastické deformace. Inzenyfti si ¢asto pomahaji —
zvlasté u nosniki, desek a skofepin — riznymi deformacnimi hypotézami
(predpokladaji napt. zachovani rovinnosti prafezii, popt. zachovani ptimos-
ti normal a jejich kolmosti k ohybové plose). Ackoli se tyto hypotézy
osveédcily u statickych uloh, nevedou u razové namahanych téles casto
k uspokojivym vysledkiim, a feSeni musi byt korigovdna. Ani moderni ru-
tinni metody, jako metoda kone¢nych prvki, nejsou vzdy bez problémd,
nebot’ i ony pfedstavuji hypotetické omezeni deformacéni volnosti, a tim
i zasah do vlnového procesu.

Rézy mezi télesy byvaji zpravidla nezadoucim jevem (napf. v moto-
rech, pfi zemétieseni apod.). Mohou vsak byt také velmi uzitecné (pti za-
mérném Stépeni materidlu, pfi tvafeni velkymi rychlostmi, pii prizkumu
slozeni zemské ktry atd.).

V dal$im textu se pokusime na vybranych piikladech objasnit rozdil
mezi pusobnosti statického a rdzového namahani. Tomu druhému se ve
Skolach vénuje jen mald pozornost.
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Pruzna ty¢ namahana razem

Ptedstavme si svislou pruznou ty¢ (drat, lano) o délce /, ktera je nahote ne-
pohyblivé upevnéna a dole zakoncena nardazkou (obr. 12.1). Na ty¢i je na-
vléknuto absolutné tuhé zévazi o hmotnosti m, které dopadne volnym pa-
incidenc¢ni s osou tyce, takze plisobenim sily F' vznikne v priifezu tyce rov-
nomérné rozdélené tahové napéti o. Pokud zanedbame hmotnost tyce, a tim
i setrvacné sily v ni, je napéti ve vSech priifezech tyce stejné, o = F/S§, kde
S je plocha priifezu. Podle Hookeova zékona se ty¢ v takovém piipadé pro-
dlouzi o J; bude

o0=cl/E=FI/ES. (12.1)

Vztah (12.1) predstavuje pfimou uméru mezi prodlouZzenim ¢ a piisobi-
cim napétim o, resp. silou F. Za kratky ¢as dosdhnou tyto veli¢iny maxi-
malnich hodnot a pohyb se na kraticky okamzik zastavi (pak se obnovi
v opacném smyslu). Tehdy se celd uvolnéna potencidlni energie zavazi

mg(h+ 0) zménila na deformacni energii J%o-ng =0’SI/2E, kde E je
4

modul pruznosti. Ponechame-li stranou piipad, kdy zavazi dopada z velmi
malé vySky, mizeme prodlouzeni J proti vySce s zanedbat. Z rovnosti obou
energii pak dostaneme, Ze maximalni napéti v ty¢i bude

O s = AREmgh)/(SI) = vy[(Em)/(SI), (12.2)
kde v, je dopadova rychlost zavazi. Napéti je tedy nepfimo imeérné od-
mocning z objemu tyCe V = SI. Pfipomenme, Ze pfi statickém plisobeni je
napéti neptimo Umérné prirezu tye. Zvolime-li za materidl napf. ocel
o vysoké pevnosti, u niz vznikaji pfed pfetrzenim jen velmi malé plastické
deformace, bude podle (12.2) dovolena vyska padu zavazi mensi nez

h.. =op SI/2Emg . (12.3)

Zde o, je mez pevnosti v tahu. Kdybychom piekrocili vysku 4, pod-
le (12.3), drat by se s nejvétsi pravdépodobnosti pretrhl. Tato vyska je nepfi-
mo umeérnd hmotnosti zavazi m. AvSak N. Hopkinson (Collected scientific
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papers, 1872) experimentalné zjistil, ze vyska A, pii nizZ se drat trhd, na veli-
kosti zavazi témét nezavisi. Vzorec (12.3) tedy neplati. Navzdory tomu se
s nim bohuZel dodnes setkdvame v mnoha ucebnich textech.

N
A
m
IZIIB__A
/
h
i
Y Y
Obr. 12.1

nost tyCe o hustoté p. Pro Sifeni podélnych vin v jednorozmérném kontinuu
(v tenké elastické tyci) plati zndma vinova diferencialni rovnice
o’u _E o’u
o’ poxt’

kde u(x,t) je posuv bodu v cCase ¢, vzdaleného o x od spodniho konce tyce

(12.4)

(obr. 12.1). Cas budeme méfit od okamziku, kdy zédvazi dopadne na zarazku.
Tehdy bude #=0. Snadno se miizeme presvédCit, ze vztah u = f(x—ct),

popisujici Sifeni viny ve sméru osy x rychlosti ¢ =./E/p , vyhovuje vlnové

rovnici. Pro tuto vinu totiz plati, ze

ou ou
—=—-Cc—. (12.5)
ot ox
Pfitom E je modul pruznosti, du/dx je pomérné prodlouZeni a ou/ot
okamzita rychlost ¢astice o soufadnici x v ¢ase ¢. Rychlost zavazi oznacime

v=w(t) (kladnou smérem dolt1). Pokud se zavazi dotyka narazky, je zifejme

ou(0, t)
v(t)=——"7""T"—. 12.6
() o (12.6)
V case t =0 bude dopadova rychlost
Vo =v(0,0) =2gh . (12.7)
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Napéti v tyci je podle Hookeova zédkona dano vztahem

o(x, 1) = g% D (12.8)
ox
a vzhledem k (12.5) je také
o, 1= LOM%D (12.9)
c ot

Pro x =0 dostaneme o(0, ) = Ev(t)/c. V okamziku dopadu zavazi na
narazku je =0 a napéti v prilehlém prifezu x =0 vzroste podle (12.6),
(12.7) a (12.9) nahle na hodnotu

o, =Ev,/c= pcv,. (12.10)

Toto napéti vskutku nezavisi na hmotnosti dopadajiciho zavazi; je pfi-
mo umérné dopadové rychlosti vo. Neni to vSak nejveétsi napéti v tyci, jak
jesteé ukazeme.

Reakce plsobici z narazky na zavazi je o(0,¢)S. Rozdil sil
o0(0,¢)S —mg pusobi zpozdéni (—dv/d¢) pohybu zéavazi, takze podle Ne-

wtonova pohybového zakona

—m(dv/dt)=c(0,1)S —mg . (12.11)
Dosadime sem z rovnic (12.6) a (12.9) a upravime. Dostaneme

dv ESv

P 12.12

dr m ¢ & ( )
Rovnice (12.12) dava s pocatecni podminkou (12.7) feSeni

8 -At 8
v=ly,—=|e" +=, 12.13
(-]t w2

kde A =ES/mc=(S/ m)\/a ma fyzikalni rozmér s™.

Lze-li pomér g/ A zanedbat ve srovnani s dopadovou rychlosti vy, vy-
jde pro nepiilis malé e™ jednoduse”

v=v(t)=v,e” (12.14)
apodle (12.6) a (12.9) také

" Tento predpoklad je totozny s tvrzenim, Ze napéti mg/S vyvolané statickym
pusobenim tihy zavazi je mnohem mensi nez dynamické napéti o podle (12.10).
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ol0, ¢ :E—vo et =0e. 12.15
0
c

To znamend, Ze rychlost nardzky, a také napéti v ty¢i v misté jejiho
upevnéni, se s ¢asem exponencialné zmenSuji. Mezitim se ¢elo napétové
viny vzdali rychlosti ¢ az k vetknutému prifezu x =/, kam dorazi za Cas
T =1/c. Tahova vlna se odrazi opét jako tahova a ob¢ viny se sectou, takze
napéti na Cele odraZzené viny vzroste ndhle na hodnotu 2o, . Po ¢ase t = 2T
se toto Celo vrati k nardzce, kde ovlivni dalsi pribéh pohybu zavazi. Rovni-
ce (12.14) a (12.15) tedy plati jen pro 0 <t < 2T . Pro interval 27 <¢ < 4T
je tteba vzit v ivahu, ze zpozd'ujici reakce plisobici na zavazi se bude skla-
dat jednak z reakce na dopadajici odraZenou vilnu 20, exp[— A(t-2T )],
jednak z reakce na novou vinu & (¢), kterd vznika v misté x =0 spojitou

zménou rychlosti narazky (zavazi). Misto rovnice (12.11) bude tedy platit

vztah
—m(dv/dt)=20,Sexp[- A(t —2T) |+ &(1)S . (12.16)
Vlastni tihu zavazi zanedbavame. Protoze dv=(c/E)do, bude po
upraveé
dz/dt = 240, exp[- A(t-2T)]- A& . (12.17)
Tato rovnice ma fesSeni
G(t) = —2A0,(t - 2T)exp|[- A(t - 2T) ]|+ o, exp (-1 1), (12.18)

které vyhovuje pocatecni podmince & (¢ =27T)=o0,exp(—A2T). Jde vlast-
né o podminku spojitosti funkce v(z). Celkové napéti v fezu x =0 je
a(0,1) =20, exp[- A(t - 2T) |+ &(2) . (12.19)
Redeni plati vintervalu 27 <t < 4T, pokud se dotyk mezi zavazim
a narazkou nepierusi. Ptipomenime, ze AT :ll\/p/_E = pSl/m je poméer
hmotnosti ty¢e k hmotnosti zdvazi. Rychlost tibytku napéti za celem viny je
ziejme veEtsi, je-1i pomér téchto hmotnosti vétsi. V ¢ase ¢ =47 dozna pohy-
bova rovnice dalsi obdobné zmény, a tak by bylo moZno pokracovat. Vzdy,
kdyZ je ¢as ¢ lichym nasobkem doby T priletu viny ty¢i, dojde k odrazu
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cela viny v misté vetknuti, a tim k nahlému vzristu napéti. OdraZzena vina
se vrati po ¢ase T vzdy znovu k narazce a zméni pohybovy zdkon pro dalsi
interval o délce 27. Zatimco napéti se méni nespojite, rychlost zavazi se
méni spojité. Charakteristicky ¢as 7 priletu viny ty¢i je velmi kratky. Jde-li
napt. o ocel a o délku 1 m, je 7 =0,2 ms.

Pribéh odvozenych zavislosti je zakreslen na obr. 12.2 pro pfipad, Ze
pSl=m, tj. AT =1. V tomto ptipad¢ by sice bylo tieba vychdzet spise
zrovnice (12.13) misto (12.14), ale protoze jde pouze o ilustrativni ptiklad,
zlstaneme u jednodussiho feSeni (12.14), na néz navazuji i rovnice (12.15) az
(12.19). PIné je vyznacen pribch napéti v prifezu u narazky, carkované ve
vetknutém priifezu. V daném piipad¢ se dotyk mezi zdvazim a nardzkou pteru-
§i v Case ¢=3,0687 a maximalni napéti o, =2,270, vznikne v misté
vetknuti (x =/) pfi druhém odrazu (¢ =37 ). Kdyby byl pomér m/ pSI vétsi,
vzniklo by maximalni napéti rovnéz vétsi, avSak az po vice odrazech. Pfi do-
statecné¢ velkém tomto poméru by se velikost nejvétsiho napéti ustalila
a zavisela by uz na ném jen velmi malo, jak to uk4dzaly Hopkinsonovy pokusy.

o(x,1) 4
Oy
2_
1_
0 | >

Obr. 12.2

Uvedené¢ feSeni sice vysvétlilo nesoulad mezi Hopkinsonovymi pokusy
a predpovédi podle rovnice (3), avSak ani ono nepopisuje skutecnost zcela
vérohodné. Nezabyvali jsme se rozborem pohybu po pteruSeni styku mezi
zé4vazim a narazkou, ani pribéhem dalSiho razu po opétném dopadu zavazi.
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Zanedbali jsme koncentraci napéti v misté uchyceni narazky a v misté
vetknuti. Tyto koncentrace zasahuji jen pomérné maly objem materialu
a neovlivni proto nijak podstatné¢ dynamiku vlnového procesu. Pravdépo-
dobné ji vice ovlivni nedokonala tuhost zavazi, vetknuti i narazky. Cast
energie pfestoupi 1 do jinych mist, nezZ jsme ptredpokladali. Kromég toho se
cast energie rozptyli tlumenim. Dale jsme zanedbali pficnou kontrakei tyce,
ktera nutné provazi jeji prodluzovani. Ta se miize vzit v uvahu bud’ ptibliz-
nou opravou pohybové rovnice (12.4), nebo pouzitim obecnych rovnic
platnych pro dynamiku tfirozmérného kontinua. Disledkem pti¢n¢ho po-
hybu hmotnych ¢astic ty¢e dochazi k tomu, Ze postupna rychlost harmonic-
ké elastické viny ve sméru osy tyCe uz neni konstantni, ale zavisi na vinové
délce. Proto se v zavislosti na ¢ase méni fazové uhly ve fourierovském
spektru postupujici viny, a tim 1 jeji tvar, vznika disperze. V tomto ptipadé,
kdy nedbame tlumeni, je disperze urCovdna geometrickym tvarem télesa
(ty€e). Pfesné feSeni vlnového procesu je i u télesa tak jednoduchého tvaru,
jako je rota¢ni valec, velmi slozité.

Obréatime-li smysl zatézovani, vznikne v ty¢i po dopadu kladiva ¢i bu-
charu tlakové napéti. Je-li ty¢ s§tihla, miize po narazu vybocit. Jde o ptipad
dynamického vzpéru. Vnika-li ptitom ty¢ do podkladu, do n¢hoz je vetknu-
ta, stava se 1 zdanlive trividlni tloha o zatloukani hiebiku teoreticky velmi
komplikovanou.

Plisobi-li tlakové razové napéti na SirSi podstavu tyce ve tvaru komolé-
ho kuzele, vzrusta jeho velikost pfi postupu napétové viny k vrcholu kuze-
le. Po odrazu na volném konci zméni napéti smysl z tlakového na tahové,
které mlize zptisobit odtrzeni hrotu kuzele.

Pevnost explozivhé namahanych téles

Exploze néjaké naloze zplisobi nahlé tlakove zatiZzeni, které s asem méné
nahle (pfiblizné exponencialn€) klesa. Z mista exploze se télesem S§ifi tla-
kova napét'ova vlna, kterd se po odrazu na volném povrchu méni v tahovou.

Kromé ni vznik4 obecné 1 smykova vlna. Odrazena tahova vlna ptichéazi do
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mist, kde dopadajici tlakova vlna jiz odezniva, takze tahové napéti prevlad-
ne a mize zpusobit vznik trhliny a dokonce i1 vytrzeni ¢asti materialu. To je
naznaceno pro piipad ,,nekonecné stény* na obr. 12.3. Odstépena ¢ast mate-
ridlu (je vyznacena Srafovanim) se oddé€li na opacné stran€, nez kterd byla
zatizena. Exploze plsobila v bod¢ P, stfed odrazené viny je v bod¢ P'.

A P A
! [ ,,WAI
P{ £ B
{ //Ii \\ \’ \&\ ,’M,
‘\C\‘;‘:f" D—D
P’ Celo vin
! Y E
Obr. 12.3 Obr. 12.4

KOLSKY (1963) popisuje poskozeni valce z perspexu zplsobené ex-
plozi v bodé P uprostted horni zédkladny (obr. 12.4). Pod mistem exploze
vznika poskozeni pisobenim velkého tlaku (Srafovano). Valcova trhlina A-
A vznikla tahovou napét'ovou vinou, ktera se Siti po odrazu tlakové viny od
valcového povrchu. Viny odrazené ve vzdalenéjSich mistech tohoto po-
vrchu se koncentruji v ose valce a zpusobuji carovou trhlinu BC, jejiz délka
zavisi na velikosti naloze. Penizkovita trhlina DD vznikd pGsobenim viny
odrazené ode dna (obdobn¢ jako na obr. 12.3). Kuzelova trhlina E-E vznika
interferenci vin odraZenych na dolni ¢asti valcového povrchu a ode dna.
ci prufezu podle obr. 12.5, vznikly by pfi piekroceni meze pevnosti trhliny
nikoli v nejtenci, ale pravé naopak v nejtlustsi ¢asti prifezu; vychazely by
z rohd prufezu. Pfi statickém piisobeni vnitiniho pretlaku by porucha vy-
chézela z vnitiniho povrchu, a to v mistech, kde ma sténa nejmensi tloust-
ku. Vznik a Sifeni poruchy se tedy kvalitativné lisi pti statickém a pfi ex-
plozivnim namahani; to plati i pro potrubi kruhového prifezu a pro hou-
Zevnaty material.
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@ B

Obr. 12.5 Obr. 12.6 Obr. 12.7

Pamétnici valecnych udalosti si jist¢ vzpomenou, jak se u¢inkem ex-
ploze porusuji okenni tabule. Je-1i napt. ¢tvercova tabule, na obvodé dobie
upevnéna, vystavena ucinku silné tlakové viny, porusi se tak, jak je sche-
maticky nazna¢eno na obr. 12.6. Stfedni, zhruba kruhova ¢ést se rovnomeér-
né posune a ziistane t€émét neporusena, oddélena od zbylé popraskané casti
obvodovou prasklinou. Je-li intenzita tlakové viny mald, nebo plsobi-li tlak
staticky, vznikaji praskliny pfevazné ve sméru od mist vetknuti smérem ke
sttedu (obr. 12.7).

Soustiedi-li se detonace uprostied takové sklenéné tabule, nebo narazi-
li doprostied néjaky pfedmét, tabule se prohne a pocne praskat od obvodu
ke stfedu, pticemz se trhliny poc€inaji vytvafet na opacné, nezatizené strang.
V dalsim okamziku se vytvofi obvodova trhlina naopak od zatizeného po-
vrchu (obr. 12.8). Ob¢ trhliny maji proto na hranéch stiepti opa¢né oriento-
vanou strukturu vlasovych car vzniklych etapovitym Sifenim trhlin (obr.
12.9). Podle nich lze bezpecné poznat, z které strany uder pusobil. Jind si-
tuace vznikne, dopadne-li na sklenénou tabuli velmi rychly projektil. Pra-
hyb se nesta¢i vyvinout, takze projektil sklo prorazi, aniz je valné porusi;
zanecha v ném otvor (prusttel) vroubeny drobnymi trhlinkami.

Raz
1 A B
(L g
=
c |B 4
’ B C
Obr. 12.8 Obr. 12.9
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Tzv. bezpecnostni sklo je pii vyrob¢ v proudu vzduchu rychle chlazeno
tak, aby se vytvofila u obou povrchi vrstva s tlakovym vlastnim piedpétim.
Tim se sice zvySuje pevnost pii ohybovém naméahani, avSak vznikne-li pte-
ce jen kdekoliv v takto predpjatém skle trhlinka, rozpadne se cely predmét
naraz; energii potfebnou k vytvareni nového povrchu doda uvolnénd de-
formacni energie vlastniho pnuti. Jinou ochranu pred nebezpetnym tiiste-
nim okenniho skla ptedstavuji skla lepend z n€kolika vrstev. U nepristiel-
nych skel jsou vlozené vrstvy z umélé hmoty (polykarbonatu) schopné
pohltit velké mnozstvi energie.

Trhliny se §ifi vZdy mensi rychlosti, nez je rychlost podélnych vin;
rychlost Sifeni trhlin je dokonce limitovéana rychlosti Rayleighovych povr-
chovych vin, ktera je o néco mensi nez rychlost pfi¢nych vin. U skla byla
experimentalné zjisténa maximalni rychlost $ifeni trhliny 2100 m.s™, coz je
asi 40 % rychlosti podéInych vin v tenkeé tyc¢i.
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Erozivni ucinek dopadajicich kapek

Je zndmo, ze prudkym vodnim proudem lze rozruSovat horniny. Takové
ucinky nelze vysvétlit pouhou zménou hybnosti dopadajiciho proudu jako
celku, je tfeba uvazit i piisobeni vlnovych procesti. Dokonce i pfi dopadu
pouhé vodni kapky na pevné téleso vznikaji mezi kapkou a télesem neceka-
n¢ velké tlaky. Ackoli trvaji jen okamzik, mohou zpisobit trvalé poskozeni
materialu télesa, byt’ i jen v mikroskopickém méfitku. Pokusime se objasnit
vznik téchto extrémnich tlaka.

Obr. 13.1

Na obr. 13.1 je zndzornéna kapka ve tvaru koule o poloméru r, ktera
dopadla na absolutné tuhy povrch. Dotykova plocha je v daném okamziku
kruh o poloméru x = OP . Ziejmé

xX=rsing. (13.1)

Na pocatku bylo x =0, koule se pravé dotkla povrchu télesa v bodé O.
Odtud se pocala sifit v kapalin€ tlakova vlna rychlosti zvuku c. Pokud je
¢ <dx/d¢, nemlze se zménit kulovy tvar nezatizeného povrchu kapky,
a tim ani tlak p v dotykové ploSe. Velikost tohoto tlaku dostaneme z rovni-
ce obdobné¢ ke vztahu (12.10); vyjde

p=pcv. (13.2)

Neni-li pevné téleso absolutné tuhé, je tlak p o néco mensi, nez uvede-
no; rozdil vSak neni podstatny. Protoze
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dx/dt = r(de/dt)cos e,

v=—d(rcosp)/dt = r(dg/dt)sin g,
je téz

dx/dt =vcotge. (13.3)

Ma-li zacit tlak v dotykové plose klesat ucinkem odrazené odlehcujici
viny, musi byt dx/d¢ < c. Na pocatku odlehcovani bude dx/d¢ =c, takze
c=vcotgp =v/sing =vr/x. Odtud dostaneme polomér x = x, na pocatku
odleh¢ovani:

x =rlc. (13.4)

Jakmile dosdhne polomér dotykové ploSky velikosti podle (13.4), za-
¢ne tlak p klesat a kapalina se za¢ne po povrchu roztékat.

Ptedpokladejme, ze jde o vodni kapku napi. o poloméru r =2mm
a o dopadovou rychlost v =300 m.s' (1080 km/h). Protoze ¢ =1500 m.s",
vyjde polomé&r dotykové plosky, pfi némz zacne pocatecni hodnota tlaku po
narazu klesat, podle (13.4) x, =2*300/1500 = 0,4 mm .

Této hodnoté odpovida singp=0,4/2=0,2; cose =0,98. Stred kapky
urazi drahu y =r(1-cos¢)=0,04 mm za dobu ¢=y/v=0,13 ps. Po této
dobé zacne tlak klesat. Jeho pocatecni hodnota je podle (13.2)
p =450 MPa . To je hodnota srovnatelna s pevnosti konstrukéni oceli.

Ackoli se uvedeny vypocet zaklada na zjednodusujicich predpokla-
dech, ptece jen jasné ukazuje, jak vznikd erozivni u¢inek dopadajicich vod-
nich kapek. Kapky obsazené v mokré vodni pare eroduji lopatky nizkotla-
kych stupiiti parnich turbin. Za prtletu mlhou ¢i destovymi mraky se mo-
hou poskodit okna letadel, coz se stavalo zejména u starych letadel, ktera
m¢éla okna vyrobend z organického skla. U nich se za vzniku mikrotrhlinek
zhorsuje pruhlednost.
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Theodore von Karman a vinéni
v elasticko-plastickych télesech

Asi pred sto tficeti lety, presné dne 11. 5. 1881, se narodil v Budapesti The-
odore von Kérman, inzenyr a védec, ktery se nesmazateln¢ zapsal do histo-
rie aplikované mechaniky. Byl vSestrann€¢ nadany a mél zvlastni cit pro
potieby inZenyrské praxe. Reseni problémi nebylo u ného nikdy samoticel-
né. Byl svétoobanem a jeho zivot se déli do péti obdobi podle mista, kde
pusobil. Zminime se o jeho praci jen velmi struéné.

Gottingen (1906-1912). V tomto obdobi se Karman zabyval vzpérem
pfimych prutli, u nichz namahani prekracuje mez imernosti, a také stabili-
tou tenkosténnych trub a ohybem Bourdonovych trubic. Experimentoval
s pevnosti téles vystavenych izotropickému tlaku. Dokazal, ze dostatecné
homogenni télesa snesou bez poruseni i zatizeni extrémné velkym izotro-
pickym tlakem a Ze pfitom ztraceji svou piipadnou ptivodni kiehkost. Podal
téz kvantitativni analyzu virové fady, ktera se vytvari za valcem ponofenym
do homogenniho proudu tekutiny a zptisobuje mimo jiné pricné rozkmitani
stozari a vézi vystavenych plsobeni vétru. O plsobeni téchto vird se mii-
zeme presveédCit jednoduchym pokusem, kdyz do rybniku ponotime dlouhy
Stihly prut a za vy¢nivajici konec jej ve svislé poloze vodorovné tdhneme;
pfi urcité rychlosti se prut pfi¢né rozkmitd. Ke kmitim tohoto druhu je nut-
no piihlizet u vyskovych staveb, napt. ve vézi jestédského vysilace musely
byt dodatecné kompenzovany velkym sférickym kyvadlem zavéSenym uv-
nitf, aby se predeslo unavovému poruseni konstrukce. V projektu se totiz
zprvu s témito nebezpecnymi Karmanovymi viry nepocitalo.

Aachen (1912-1929). V tomto obdobi se Karman zabyval témét vy-
hradné proudénim, zejména obtékanim profilti, povrchovym tfenim mezi
tekutinou a sténou a teorii mezni vrstvy. Dal podnét ke vzniku statistické
teorie turbulence a moderni aerodynamiky. Uplatnil pfitom své zkuSenosti
s konstrukci a zkousenim vrtulnikii, které ziskal za prvni svétové valky.
V teorii pruznych tenkosténnych konstrukei zavedl pojem spolunosné (efek-
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tivni) Sifky ptiruby. Zabyval se t€Z valcovanim a analogii mezi pietvarenim
plastickych materiall a granulovanych prostiedi.

Pasadena (1929-1944). Do popiedi Karmanova zdjmu se dostava
proudéni nadzvukovymi rychlostmi, problémy flutteru, uc¢inek narazového
vétru na konstrukci letadel, teorie podobnosti a znovu téz turbulence.
V souvislosti se stavbou letadel se Karman znovu zabyva 1 problematikou
tenkosténnych konstrukei, napt. nelinedrni teorii vzpéru (a elastické stabili-
ty konstrukci obecné), hleda vysvétleni rozporu mezi linearni teorii vzpéru
skofepin a experimentalnimi vysledky z praxe a objasiiuje vznik druhot-
nych napéti v kroucenych prutech s podélné proménnym krouticim momen-
tem. Na pocatku druhé¢ svétové valky fesi problém ucinku explozi na stavby
a konstrukce a podrobné rozebird Sifeni vin v elasticko-plastickych téle-
sech.

Washington (1944-1951). Karman formuluje zadkony podobnosti pro
transsonické proudeéni, zabyva se rdzovymi vinami a interferenci v proudi-
cich tekutinach.

Pafiz (1951-1963). Karman spojuje vysokorychlostni aerodynamiku
s problematikou spalovani a novy obor pojmenovava ,,aerotermochemie®.
Vede skupinu poradct (Advisory Group) pro aeronauticky vyzkum a vyvoj
pfi NATO.

V tomto ptispévku uvedeme problém, ktery Kérman fesil pocatkem Ctytica-
tych let. Pijde o ty¢ naméhanou rdzem takové intenzity, ze v ni vzniknou
plastické deformace. Budeme ptedpokladat, ze tyC je tenka a polonekonec-
na. Poc¢atek soutadnic zvolime na konci tyce, takZe bude 0 < x <oo. V Case
t =0 se pocne koncovy priifez ty€e nadhle pohybovat konstantni rychlosti vy
smérem proti kladnému smyslu soutadnice x. Soufadnice x se zméni na
x+u, kde u =u(x,t) znaci posuv (vyjde zaporny, my vSak budeme, jak je
zvykem, symbolem u oznacCovat posuv ve sméru kladné osy x). Bude tedy
(pro t>0)
__ou(0,7)

= (14.1)
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Obr. 14.1

Béhem zatézovani se pivodni prifez ty¢e 4o zméni na 4 a v obecném
prafezu tyCe zacne pusobit tahova sila /' = F(x, t). Hustotu oznacime p (bu-
deme piredpokladat, Ze je konstantni). Hmotny element pA4odx svou hmot-
nost za deformace nezméni a bude zrychlovan silou (0F/0x)dx, takze

o’'u OF

pAde.W = adx. (14.2)

Clen na pravé strané (14.2) je umémy piirastku konvenéniho napéti
o = F/Ay. Pouzity materidl necht je elasticko-plasticky bez prodlevy na me-
zi kluzu. Ptiklad pracovniho diagramu takového materialu je na obr. 14.1.
Budeme predpokladat, ze zavislost o(¢) nezavisi na ¢ase ani na deformacni
rychlosti. Smérnice do/de kiivky, zvana tecny modul, od meze kluzu (ex.
ox) monotonn¢ klesd. Protoze béhem sledovaného déje nedojde k odleh-
¢eni, je napéti o jednoznacnou funkci pomérného prodlouzeni & = Ou/Ox.
Stejna analyza by proto platila i pro nelinearné elasticky materidl. PtirGstek
do = (OF/0x)dx/Ay je v kazdém okamziku umérny pfirGstku de, pfi¢emz
konstantou imérnosti je tecny modul E;. Je proto

2
L g —do=Ede=E I an. (14.3)
A, ox Ox

Ze vztaht (14.3) a (14.2) pak dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru

o’'u E, 0u
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Tecny modul £ je funkci pomérného prodlouZeni ¢ = ou/Ox, takze rov-
nice (14.4) je nelinearni. Budeme-li vSak pozorovat pohyb infinitesimalni
viny de¢ v predepjaté tyCi s konstantnim pomérnym prodlouzenim &, bude
te¢ny modul E; rovnéz konstantni. Rovnici (14.4) pak bude mozno povazo-
vat za linearni vlnovou rovnici, které vyhovuje d’ Alembertovo feSeni

u(x,t)= f(x—ct)+ g(x+ct) (14.5)

s rychlosti viny c¢. Protoze vlna postupuje v daném ptipad¢ pouze ve sméru
kladné soutfadnicové osy, je g = 0. Kazda vlna ¢ = konst. se tedy §ifi ,,svou*
rychlosti ¢ = c(¢). Urazi-li vlna za Cas ¢ vzdélenost x, bude pomér x/¢ pro
tuto vlnu konstantni. Dosazenim (14.5) do (14.4) dostaneme, ze

P
Tato uvaha nas ptivadi k myslence, Ze pomérné prodlouzeni ¢ bude na
Case t a odlehlosti x zaviset pouze prostiednictvim parametru p = x/t, takze
ou X
e=—=¢(p), p=—. (14.7)
ox t

Integraci pak dostaneme posuv:
X au p
u=|—dr=t|e(p)dp. 14.8
l . j (P)dp (14.8)

ProtoZe integrace probéhla pfi ¢ = konst., je dx = tdp. Meze integralu
respektuji okrajovou podminku u(x =, ¢) = 0. Oznaceni proménné v inte-
grandu pruhem je nutné proto, Ze proménna p se vyskytuje v horni mezi
integralu. Predejde se tak moznym omylim pii dal$i manipulaci s timto
integralem.

Reseni (14.8) nyni dosadime do vInové rovnice (14.4). Za tim ucelem
budeme tento vyraz derivovat nejprve podle Casu:

ou_

or

Podle pravidla o derivovani sloZzenych funkei plati, ze

P

lg(ﬁ)dﬁ+l% [e(p)dp. (14.9)

0
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g dp 0 op X
o otop ot 17

takze
ou o
—=[e(p)dp-pf (p). (14.10)
ot
Opakovanim derivace dostaneme
82 2
P —(——)[E(p) e(p) - pe (p)]—p—g(p) (14.11)
Derivaci podle p jsme oznacili ¢arkou. Podobné vyjde
W o= e(p), (14.12)
ox
o’u _Osdp _1
gx £ (p). 14.13
o pax 1 g(p) (14.13)

Dosadime-li (14.11) a (14.13) do vIlnové rovnice (14.4) a zkratime vy-
razem 1/t, ziskdme s piihlédnutim k (14.6) rovnici pro parametr p ve tvaru

(p° —c*)e'(p)=0. (14.14)
Tato rovnice mé dvoji feseni. Bud’ je

g'(p)=0, &(p)=¢ =konst., (14.15)
nebo musi byt

p=c. (14.16)

Plati-li (14.15), dostaneme integraci vztahu (14.12)

u=2gx+@({). (14.17)
Integracni funkci ¢(¢) dostaneme z okrajové podminky (14.1). Vyjde

(1) =—v,t. (14.18)

V kazdém piipad€ musi podle (14.10) a (14.1) byt

o0

vy ==[&(p)dp = [£(p)dp. (14.19)

0

Pokusime se nyni nalézt funkci &(p). Zvolime rychlost vy takovou, aby

v ty€i vyvodila pomérné prodlouzeni ¢; z intervalu (ek, ¢p) (obr. 14.1). Za-
¢ne-li se priifez ty€e x = 0 pohybovat touto rychlosti, vzroste pomérné pro-

83



dlouzeni v jeho okoli z nuly azZ na hodnotu ¢;. Pomérné prodlouzeni z inter-
valu (0, ex) bude v pruzné oblasti, takze vznikne elasticka vina a bude se
Sifit rychlosti ¢, = \/Fp , nebot’ te€ny modul je v pruzné oblasti totozny
s Youngovym modulem pruznosti £. Za Cas ¢ dorazi tato vina do vzdalenos-
ti x=c,t, takZe p=x/t=c,. Pro tuto hodnotu je 0 < ¢ < ek (Usecka AB,
obr. 14.2). Je-li pomérné prodlouzeni ¢ z intervalu (ek, €1), Sifi se jeho vina
rychlosti ¢ = \/Et—/p . Tato rychlost zavisi na pomérném prodlouzeni ¢ a je
mensi nez rychlost elastické viny. Vy¢islime ji pomoci pracovniho diagra-
mu na obr. 14.1, z kterého odecteme pro dané ¢ tecny modul E;. Pro vinu
plati vztah (14.16). MiZeme tedy zakreslit kiivku BC na obr. 14.2. Bod C
ma soutadnice (ci, &), pfi¢emz rychlost ¢; je vypoctena pomoci te€né¢ho
modulu v bodé€ pracovniho diagramu (gi, 1) (obr. 14.1). Posledni vétev CD

hledané zavislosti na obr. 14.2 tvoii rovnobézka s osou usecek, pro kterou
¢ =¢1=konst., 0 <p <. Ta odpovida feseni podle vztahu (14.15).

E A

& D C

ek B
A,

0 1 Ce p

Obr. 14.2

Nyni se pokusme urcit velikost potfebné rychlosti vy. Podle (14.19) ji
odpovida plocha pod ¢arou &(p) na obr. 14.2. Tuto plochu vSak muizeme
vypocitat také tak, ze ji rozdélime na elementarni obdélnicky rovnobézné
s osou usecek. Bude

Vo = Tedp = Tpds. (14.20)
0 0

84



S pfihlédnutim k (14.16) a (14.6) odtud dostaneme
& E

Vo =j “tde. (14.21)
oV P

Rychlost ¢ viny je podle (14.6) tim mensi, ¢im mensi je tecny modul,
tj. ¢im vétsi je pomérné prodlouzeni ¢;. Je-li &) = ¢p, je Ey = 0, a tedy také
¢ = 0. To znamend, ze vlna s timto pomérnym prodlouzenim se viibec ne-
muze Sifit. Integrace nad tuto mez nemuze pokracovat, nebot’ tecny modul
se stava zapornym a rychlost Sifeni viny je pak imaginarni. Nejvetsi mozna

.....

(‘:P E
Vi = [ |[ode. (14.22)
AR

Je to tzv. Karmanova kriticka rychlost. Pii ni je dosaZeno meze pevnosti
a tyC se pretrhne. Je-li tato analyza spravna, pak jde nepochybné o veli¢inu
s velkym vyznamem pro dynamické tvafeni elasticko-plastickych materiali.
Je to omezujici faktor pro rychlost technologickych procesi. Proto neni divu,
ze se mnoho badatelii pokouselo na pocatku Ctyficatych let minulého stoleti
o experimentalni verifikaci této teorie. Ukazalo se, ze kritick4 rychlost vy-
poctena ze vztahu (14.22) souhlasi u nékterych materidli uspokojiveé
s pokusy, ale v jinych ptipadech nikoli. Pfi¢inou rozdilu mize byt nesplnéni
nékterych predpokladi Karmanovy teorie. Proto se jini autofi pokouseli ové-
fit naptiklad platnost vzorce (14.21) tak, Ze pokusnou ty¢ nejprve pietvorili
az do plastické oblasti s pomérnym prodlouZzenim ¢&; a pak narazem vyvodili
malé ptidavné pomérmné prodlouZeni Ag;. Takto vzbuzend vina by se méla
Sifit rychlosti ¢; vypoctenou podle vzorce (14.6). K prekvapeni experimenta-
torti se vSak Sifila rychlosti elastickych vin ce, tedy stejnou jako v nepiede-
pjaté ty¢i. Tento paradox se dlouho nedaftilo vysvétlit.

Zahadu vysvétlili teprve asi o dvacet let pozdéji BELL a STEIN
(1962). Pecliveé pripravenymi experimenty se piesveédcili o tom, Ze pii vel-
mi pomalé fizené deformaci nevznikaji plastické deformace plynule, ale
s kratkymi pfetrzkami, béhem nichZ je odezva materialu elastickd. K obno-
vé plastického stavu je tieba prekonat urcitou bariéru. Napéti pfitom o néco
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malo ptekroci pfedpokladanou mez plasticity a pak ndhle poklesne zpét na
tuto mez. Teprve pak se zatnou plastické deformace rozvijet. Pti prekraco-
vani této bariéry se material chova pruzné, a to pravé vyvola elastickou
vlnu, zvanou téz ,,elastickd navést. Ta pfedbiha vinu plastickou. Jestlize se
materidl pfitizi o Ae; jeste béhem zatézovani, tedy bez preruSeni plastické
deformace, tak se elasticka navést neobjevi.
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O suchém treni v mechanice soustav

Vétsingé Ctenaii se pii precteni titulku vybavil pravdépodobné Coulombiiv
zakon, citovany snad v kazdé ucebnici fyziky. Podle jiz mén¢ znamého zako-
na H. Gerickeho pochazeji takto pojmenované zakony ¢i matematické véty
vzdy od n¢koho jiné¢ho. V ptipadé¢ Coulombova zakona to vskutku plati. Prv-
ni Gvahy o tieni totiz najdeme jiz u Leonarda da Vinci (1452—-1519). V jeho
poznamkovych seSitech jsou véty: Treni vyzaduje dvojnasobného usili, jestli-
Ze zdvojnasobime tihu. (...) Treni piisobené touz tihou bude klast na pocatku
pohybu tyz odpor, i kdyz se dotyk bude dit v ruzné Sirce a délce.

Roku 1699 predstoupil pred Kralovskou akademii véd v Patizi fyzik
Guillaume Amontons (1663—1705), patfizsky rodak, ktery byl zndm tim, ze
ptisel s ideou ,,vzdusného telegrafu®. Byl by to pfistroj umistény na vyvy-
Seném misté, ktery by pohyby svych mechanickych ramen ptenasel zako-
dovanymi signaly poselstvi vzdalenému pozorovateli. Tentokrat vSak pted-
lozil jiny vyndlez, ,,moulin a feu” (mlyn pohanény ohném) a pfti diskusi
prisla fe¢ 1 na tfeni. Amontons tvrdil, Ze sila tfeni je za pohybu umérna
pritlacné sile a ze nezavisi na velikosti stykové plochy. Toto tvrzeni vzbudi-
lo u ctihodnych akademik uzas. To, Ze by tfeci sila nezavisela na velikosti
plochy, v niz se télesa dotykaji, bylo neuvétitelné.

Jiny francouzsky fyzik, Charles Auguste de Coulomb (1736-1806), pro-
sluly svym vyndlezem torznich vah, roku 1781 potvrdil spravnost Amon-
tonsova tvrzeni. Kromé toho disledné rozlisil ptisobenti tfeni za klidu a za rela-
tivniho pohybu. Zjistil, Ze te¢na reakce tésné pied zacatkem pohybu o malo
prevysuje velikost této reakce po uvedeni téles do vzajemného pohybu. Proto
zacal uvazovat o mozné¢ molekularni adhezi mezi povrchy, avsak pak tuto
myslenku zavrhl, nebot’ ji nedovedl uvést do souladu s poznatkem, Ze sila tfeni
nezavisi na velikosti stykové plochy. Pfedpokladal tedy, byt s jistymi rozpaky
a pochybnostmi, ze tieni zplisobuji interakce nerovnosti povrchu.

Tyto pochybnosti nedaly ani o ptl stoleti pozd¢ji spat francouzskému
generalu a fyzikovi Arthuru Morinovi (1795-1880). Zpravu o svych cet-
nych pokusech ptredlozil roku 1833 a potvrdil spravnost Coulombovych
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poznatki. Podle n€ho je vle¢né tfeni vskutku imérné normalovému tlaku ve
stykové ploSe, avSak nezavisi na velikosti této plochy, a za mirnych rych-
losti (0,5 az 5 m.s™) p¥iblizn& nezavisi ani na rychlosti.

Coulomb si tfeni nakonec vysvétloval jako vliv interakce nerovnosti po-
vrchu, které si predstavoval videalnim piipadé jako pilovité vycnélky
(obr.15.1). Je-li pfenaSena normalova sila N a te¢na reakce za pohybu 7' = fN,
kde f'je soucinitel tieni, pak pii hladkych plochéach vyjde f = tg a. Tato Cou-
lombova pifedstava ma jeden nedostatek: tfeni se projevuje i pii pohybu
opacnym smeérem, takze pilovité vybézky by mély mit tvar spiSe podle obr.
15.2. Tu se v8ak vnucuje otdzka, pro¢ se odpor proti pohybu (vzestup na pi-
lovitych vybézcich) nestiida s podporou pohybu (pfi sestupu)?

el ——

Obr. 15.1

——————

Obr. 15.2

Podle soucasnych poznatki je tfeni mezi pevnymi télesy jevem znacné

vvvvvv

mnohem mensi a pfi stejné normalove sile téméf nezavisla na plose zdanli-
vé. Té¢lesa se dotykaji pouze vrcholky hrbolkil, a ty se elasticky, popf.
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1 plasticky deformuji. Skute¢na dotykova plocha se da zjistovat napiiklad
proméfovanim elektrického odporu. Tato metoda méa v§ak mnoho nedostat-
ka. Pfedevsim se ukdzalo, ze pifechodovy odpor neni jednoduSe nepiimo
umérny ploSe skute¢ného kontaktu, jak by se mohlo ptedpokladat. Jde-li
naptiklad o kruh o poloméru a, je ptechodovy odpor spiSe nepifimo imérny
poloméru. Necht je napiiklad pro plochu A =na’ pfechodovy odpor R. Pro
¢tyfi plochy o polovicnim poloméru je celkova plocha stejna, tj.
A=4n(a/2)’ =na’, aviak prechodovy odpor je polovi¢ni, R/2. Kromé
toho je méfeni komplikovano ruSivou piitomnosti oxidu. Ty tolik nevadi pfi
méfeni tepelného odporu, ale méfeni je obtizné a zpravidla mélo ptesné.
Také 1ze pouzit optické metody, vyuZit jevu interference a vnitiniho odrazu,
avSak tyto metody se omezuji jen na prihlednd télesa. A tak se nejlépe
osvédcilo méteni prichodu ultrazvuku.

V mistech dotyku vznikaji za pohybu vysoké a velmi koncentrované
teploty. Mezi kovy dochazi (i za studena) k mikrosvarim. Jejich ustfizenim
a naslednym drolenim vznika otér. Vznikaji-li oxidy, maji zpravidla vétsi
objem nez pivodni materidl, coz mlize vést naptiklad u ocelovych Sroubli
nebo Cepu k jejich postupnému a Uplnému zadfeni. V jinych piipadech se
u kovil naopak adsorbovanym filmem z oxidli nebo z plynt tieni zmensuje.
U mazanych povrchii mohou byt obé¢ stykové plochy oddé€leny nakonec jen
tenkou molekularni vrstvou (tzv. polosuché tieni, na rozdil od ptipadu ne-
poruSeného kapalinového filmu podle zndmé Reynoldsovy teorie z r. 1886).

Jesteé slozitejsi je tfeni mezi polymery a latkami podobnymi pryzi. Tam
se molekularni vazby popisuji pomoci termo-kinetickych a molekulédrné
kinetickych teorii.

Neni proto divu, Ze se soucinitel tfeni mize i u tychZ materiald lisit,
nejsou-li podminky pokusu identické. A tak naptiklad pro suché tieni za
pohybu ocele po oceli najdeme v ptiruckéach tyto hodnoty:

0,09 (pti adhezi 0,15) — Szabd (1967)

0,22 az 0,25 — Dobrovolny (1944)

0,15 — Cernoch (1977)

0,58 (pti adhezi 0,8) — Bowden, Tabor (1954)
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Posledni hodnota odpovida dokonale hladkému, suchému a odmaste-
nému povrchu.

Tvrdiva se, ze vyprava britského polarnika Roberta F. Scotta k jiznimu
polu (1911-1912) ztroskotala mimo jiné 1 proto, Ze konstruktéfi jeho moto-
rovych sani neznali spravnou hodnotu soulinitele teni, ktery u ledu zna¢né
zé&visi na teploté a s klesajici teplotou vzrista. Napiiklad pfi pohybu ledu po
ledu je soucinitel tieni £ = 0,02 pfi teploté —3 °C, aviak 0,08 pti —40 °C.
Voskovana lyze se na snéhu pohybuje za uvedené teploty se soucinitelem
tfeni 0,4. Je to desetinasobek hodnoty pro pohyb na suchém sn&hu pii 0 °C.

F
D
2_% ’
C
o A
E
Obr. 15.3

U mnoha technickych tloh vysta¢ime s Coulombovym zakonem v po-
dobé& nerovnosti 7 < fN, v niZ znaménko rovnosti plati pouze za pohybu.

V praxi se setkdvame s tim, ze i takto jednoduchy vztah je Spatné apliko-
van. Uvedeme priklad. Pro manipulaci s plechem byla navrzena dvojita
ruéni Gchytka schematicky znadzornéna na obr. 15.3. Slouzi k vytahovani
plechu ze stohu. Plech je sevien v bodech D, E a vytahovén silou F = Q. Pii
dimenzovani tchytky vychazeli konstruktéti z mezniho ptipadu, kdy dojde
v bodech D, E k prokluzu a sila F bude mit proto maximalni moznou veli-
kost. Bude tedy (obr. 15.4)
T

1
TZEQ, N—T. (15.1)

Tyto sily tedy zname. Nyni uréime vektorovou piimku reakce Rg v bo-
dé¢ B (musi prochazet prisecikem vektorové primky sily F' s vektorovou
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piimkou reakce Ry vbodé A, tedy bodem K, obr. 15.4). Protoze silu F
zname, muzeme zbyvajici sily Ra, Rp urcit z podminek rovnovahy tii sil
pusobicich na uvolnény horni dil ABL uchytky. Také na uvolnény dil BCD
uchytky ptsobi pouze tfi sily. Protoze tfi sily v rovnovaze museji prochazet
jednim bodem, zname i vektorovou ptimku reakce Rc (musi prochéazet spo-
le¢nym prisecikem U). Velikost této reakce ur¢ime naptiklad z momentové
podminky rovnovahy ¢lenu BCD k bodu D.

AN

2_2; T ET B\\[/
T~ ]

Obr. 15.4

Pozornému ctenéfi jist€ neuniklo, co uniklo konstruktérim, Ze totiz
takto uréené reakce obecné¢ nespliiuji podminku rovnovahy vnéjsich sil a re-
akei (sily 7, N, F tvoti nenulovou silovou dvojici), takze ani vnitini reakce
nejsou urceny spravneé. V ¢em je chyba?

Konstruktéti se dopustili chyby, kdyZ ptedpokladali prokluz v bodech
D, E, aniz se presvédili, zda takovy stav miize nastat. Ulohu je tieba Fesit
nejprve za predpokladu, Ze prokluz nenastane, takze tichytka je na plechu
v bodech D, E jakoby kloubové uloZena. Pro zndmou silu F ziskdme
z podminek rovnovahy ¢lenu ABL reakce Ra, Rp. Zbyvajici ¢ast konstrukce
DCE tvoii ttikloubovou prutovou soustavu, zvanou nékdy ne zcela vhodné
Htiikloubovy nosnik® (schéma ekvivalentni konstrukce je na obr. 15.5).
Reakce v kloubech C, E, D se fesi bud’ pocetné metodou uvolnovani ¢lent,
nebo graficky. Pfi grafickém feSeni se nechd pilisobit nejprve jen sila Ra,
pak jen sila Rp, a ob¢ feSeni se superponuji. Padnou-li obé reakce v bodech
D, E dovnitf tiecich kuzeld, pak v obou téchto bodech bude 7 < fN a zad-
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ny prokluz nenastane, ani kdyz sila F' jakkoli vzroste (ovSem nedojde-li
pfitom k poruSe). Anebo jedna ¢i obé reakce padnou vné povrchu treciho
kuzele. Takové feSeni nemiiZze platit, nebot’ je v rozporu s Coulombovym
zdkonem. Proto nastane v jednom & v obou mistech prokluz. Uchytka se
bud’ pootoci do jiné polohy, nebo plech ze sevieni vyklouzne.

Na tomto ptikladu je zajimavé i to, Ze konstruktéii uchytky tuto ndmit-
ku k svému feSeni nikdy nepochopili. A co vy, mili ctenaii?

Obr. 15.5
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O praskani bice a chytani ryb na udici

Rybaii miluji ticho a klid, a tak je s podivem, jak mize chytani ryb souviset
s praskanim bice. Spojovat piedstavu rybafe s predstavou kociho nebo pas-
tevce dobytka je véru nezvyklé. Souvislost tu vSak je a objasni ji mechanika.

A m = ul m

T ]

4 ~— —
]
, B & ¢
o t>0

o 12 fvde

Obr. 16.1

Zabyvejme se nejprve pohybem bice. Pfedpokladejme, Ze se pohyb d¢-
a zpét, az se ozve prasknuti. Vysvétlime, ¢im je zplisobeno. Necht' mé fe-
minek na konci pohybu ,,tam* rychlost c/2 a necht’ se zacatek A feminku
zacne v okamziku =0 pohybovat zpét rovnéz rychlosti c¢/2. Predpokla-
dejme, Ze tato rychlost bude po cely zbytek pohybu konstantni. S bodem A
spojime soutfadnicovy systém. Vzhledem k tomu, co bylo feCeno, je tento
systém v Case ¢ > 0 inercialni. Podle Galileova principu v ném budou me-
chanické déje probihat stejn¢ jako v systému spojeném se Zemi, ovSem jen
pro t > 0. V okamziku # = 0 nastdva v pohybu bice ve zvolené soufadnico-
vé soustaveé diskontinuita. V limité zleva, tj. v Case ¢ =(0-), je rychlost

feminku bic¢e vzhledem k bodu A nulova, v ¢ase ¢t =0 vzroste skokem na
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hodnotu ¢ (obr. 16.1), nebot” i rychlost bodu A se v okamziku ¢ = 0 vzhle-
dem k Zemi obrati. V ¢ase >0 pokracuje feminek v pohybu a vytvari
polovi¢éni smy¢ku. Cast AB ma rychlost nulovou, &ast BC se pohybuje
rychlosti 2v(¢) . Konec smycky, tj. ohyb B, se pohybuje rychlosti v(¢). Zte-
jmé v(0) =c¢/2. Polomér r ohybu smycky budeme povazovat za velmi ma-

1y v porovnani s délkou feminku /. Reminek budeme povazovat za dokona-
le ohebné vldkno s meérnou hmotnosti g#=m/l a s uzlem na konci

. *
0 hmotnosti m;.

w’rurde

Obr. 16.2

Zakiivenou Cast vlakna ve tvaru pllkruZnice znazornuje obr. 16.2. Jeji
pohyb lze rozlozit na rotaci uhlovou rychlosti @ =v(¢)/r a translaci rych-

losti v(¢). ProtoZe moment setrva¢nosti této ¢asti vlakna je umérny »°, uh-
lové zrychleni mame @ =v/r a moment sil je (F; — F,)r, musi byt rozdil
sil (F; — F,) tmérny polomé&ru  a v limit¢ » — 0 vymizi. Je proto F, = F,.
Setrvacné sily prislusné translaénimu pohybu jsou zanedbatelné, nebot
hmotnost nru tohoto oblouku vldkna vymizi zaroven s polomérem. Zbyva-

ji odstfedivé setrvacné sily, pro které podle obr. 16.2 dostaneme

2F, =2F, = ['r.sinp.urdp =20 (16.1)
0

" Ponékud jinak — aviak se stejnym vysledkem — fesil tuto Glohu profesor
zapadoberlinské university I. Szabo [viz SZABO (1967), priklad na str. 329].
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Odtud
F=F=uw’. (16.2)

ProtoZe zrychleni ¢asti AB vldkna je nulové, pienese se sila F> az do

vt

F, =[u(l- j vdt)+m, J(2%) =[m+m, — j vde](29). (16.3)
Ze zakona zachovani energie (za predpokladu » — 0)
Lo+ m)c? = Lo+ m, — j vde)(2v) (16.4)
2 2

vypocteme

c m+m,
v=— :
2 m+ml—ijdt

Plati, ze 0< Ivdt <1, takze ijdt vzristd z nuly az do hodnoty m.

(16.5)

Bude proto v, =v(0)=c/2 adale

vmax =£ M * (166)
2\ m

Nebude-li na konci vladkna uzel o hmotnosti m;, poroste rychlost v bez
omezeni. Dosazenim do rovnice (16.2) dostaneme i maximalni silu pfena-

Twtw

2
_pe mrm (16.7)

2max 4 ml
Také zde plati, Ze pro m;, = 0 vyjde F, > .

Volny konec C feminku se tedy urychluje béhem zpétného pohybu bo-
du A bez omezeni (pokud m, =0) a se ¢tvercem jeho rychlosti roste bez
omezeni i potfebnd sila F;.

Z rovnic (16.2) a (16.3) dostaneme vyloucenim sily F integrodiferen-

cidlni rovnici pro rychlost v(¢) ve tvaru

2

m+m, —,ujv(r)dr:ﬁv—_. (16.8)
0 2 v
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Tato rovnice plati jen za pfedpokladu, ze m # 0. Jinak by totiz bylo
v=c/2=konst.,v=0, £=0. Prava strana rovnice (16.8) by nebyla defi-

novana. Derivaci podle ¢asu a upravou vyjde

4= (16.9)

v v
Integraci ziskdme vztah
v=hkv', (16.10)
v némzZ k je integracni konstanta.

Vyjdeme-li z rovnice (16.5), dostaneme umocnénim a ipravou
2

t
m+ml—,ujv(r)dr:(m+ml)c—2. (16.11)
0 4y
Po derivaci
—,uv=—lcz(m+ml)l3. (16.12)
2 v
Ze srovnani (10) a (12) je ziejmé, ze
S (16.13)
¢ (m+my)

Separaci proménnych a integraci (16.12) s pocatetni podminkou
v(0) =c/2 vyjde prubéh rychlosti v():

W)= <o —mEm (16.14)
2\ m+m -3 uct

Tato rychlost se bude blizit hodnot¢ (16.6), kdyz se ¢ bude blizit kritic-

kému Casu

_ﬂ{””ml _m m+_’"1} (16.15)

tkrit -
3c| m, m m,
Tehdy se feminek znovu narovné a za piisobeni velké sily F, - zakmi-

td, coz vnimame jako prasknuti bice.
Konec C feminku zatim urazil rostouci rychlosti 2v(¢) drahu 2/. Kon-

trolou spravnosti odvozenych vztahi je tedy splnéni rovnice
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/= Tv(t)dt. (16.16)

0
Snadno se mizeme piesvedcit, ze vyrazy (16.14) a (16.15) podminku
(16.16) skutecné spliuji.
Neni-li na konci feminku uzel, je m, =0 arovnice (16.15) da

. (16.17)

krit1 3C

Je-li naopak tento uzel velky a tézky, vyjde limitnim piechodem
m/m; — 0 zrovnice (16.15)

i = 2 . (16.18)
c
Je to doba, kterou potiebuje bod C k priletu vzdalenosti 2/ konstantni
rychlosti c. Plati, Ze ¢, = %, - Ukézali jsme, Ze rozhodujici tlohu maji
setrvacné sily v ohybu feminku bice, které zrychluji jeho konec ndhle ros-
touci silou, coz zplisobi jeho zakmitani spojené s akustickou emisi. Tu vni-
mame jako prasknuti bice.

Obr. 16.3

Popsaného efektu vyuziva zcela obdobné i rybar, kdyz vrha do vody mus-
ku ¢i tipytku upevnénou na konci dlouhého vlasce. Nejprve rozkmita udici,
pfi¢emz pii pohybu smérem k hladin€ uvoliiuje volnou rukou vlasec. Pii zpét-
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ném pohybu se délka vlasce neméni. Kdyz je vlasec natolik dlouhy, ze se mus-
ka téméf dotkne vodni hladiny, nasleduje zpétny pohyb a konecny vrh, po je-
hoz zakonceni se udice nevraci, ale v poloze t¢éméf vodorovné zakmitd. Vlasec
pritom vytvoii polovicni smycku, jejiz oblouk urychluje svymi setrva¢nymi
silami pohyb konce vlasce s navnadou, analogicky tomu, jak ohyb B na obr.
16.1 urychloval pohyb ¢ésti BC feminku bice. Tak se stane, Ze muska dopadne
do velké dalky rychlosti mnohdy vétsi, nez byla rychlost konce udice.

Udice se pohybuje vzad az do této polohy

Udice je hnana vpted,
aby se vytvorila smycka
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Kdybychom chtéli musku vrhnout napt. z vySky 1,5 m bez udice, pou-
ze z ruky, do vzdalenosti 20 m, musili bychom musku urychlit — se ziete-
lem k odporu vzduchu — az asi na 130 m/s, tj. 470 km/h. KdyZ vSak pouZi-
jeme udici s vlascem dlouhym 20 m, pak by stacila rychlost konce udice
pouhych 6 m/s, aby muska dopadla do vzdalenosti 20 m rychlosti 30 m/s,
ovSem nebyt odporu vzduchu. Ve skute¢nosti plisobi odpor vzduchu nejen
na musku, ale i na vlasec, takze k stejn¢ uspeésSnému vrhu musi byt rychlost
konce udice dokonce o malo vétsi nez 30 m/s. Pohyb musky se pfitom nej-
prve zpomaluje vlivem pievazujiciho odporu vzduchu a teprve potom
zrychluje. Na obr. 16.3 je piekreslen prubéh zavére¢ného vrhu z fotografie
potizeny pfi stroboskopickém osvétleni [WALKER (1985)].

Na obr. 16.4 je zakreslen jiny pribéh vrhu musky, pfi kterém se rovnéz
vyuziva smycky vlasce k urychleni pohybu.
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O jednom experimentu barona Edtvose

Baron Roland Eo6tvés (madarsky Lorand, Bar6 Eotvos) (1848-1919) byl
synem znamého literata, demokrata, socialisty a liberdla barona Jézsefa
E6tvose, ktery koncem minulého stoleti vyznamné piispé€l jako ministr $kol-
stvi k modernizaci mad’arské spolecnosti. Sam se stal po otcoveé vzoru rovnéz
ministrem, avsak r. 1895 rezignoval, aby se mohl vénovat vyuce fyziky na
univerzité¢ v Budapesti.

Eo6tvos zavedl pojem molekuldrniho povrchového napéti a také vy-
znamné prispél k vyzkumu gravitace. Pomoci torznich vah zméfil s dosud
nevidanou pfesnosti gravitacni konstantu a dospél k zavéru, ze setrvacna
a tthova hmotnost jsou si rovny. Princip ekvivalence téchto hmotnosti se
pozdé¢ji stal jednim ze zékladl teorie relativity.

Obr. 17.1

Ke zkoumdani zemské rotace uspotadal E6tvos dimyslny pokus s ana-
lytickymi vahami. Snal z nich ob¢ misky a pak je umistil doprostied na
kulaty stolek, ktery rotoval kolem svislé osy konstantni tthlovou rychlosti
o . Kdyz nastavil tuto rychlost tak, aby se rovnala uhlové frekvenci vlast-
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nich kmiti ramene vah, rameno se rozkyvalo. Ukazeme, Ze se tak stalo
v dtsledku rotace Zem¢.
Zvolime soutadnice x,y,z se sttedem O ve stfedu zemékoule, ktera

ma polomér R. Osa z spada do osy rotace stolku, osa x lezi v merididnové
roving. Uhel y znaci zemépisnou $itku, ¢ otoCeni ramene, které nahradi-

me soustavou dvou hmot sousttedénych do vzdalenosti a od osy ndhradniho
nehmotného ramene. Soustava je znazornéna na obr. 17.1. Objekty, které
nelezi pifimo v primétnach, jsou v pudorysu oznacCeny carkou, v narysu
dvéma carkami. Nejprve popiSeme pohyb hmoty umisténé v bodé A a vy-
pocteme piislusné sily. Soutadnice bodu A jsou

X=acose, y=asing, z=R.
Polohovy vektor tedy je
r:{acosgo,asin(p, R} . (17.1)

Protoze ¢ = wt, vyjde vektor relativni rychlosti t¢hoz bodu

V= {— @asin @, wa cos e, O}. (17.2)
Unasiva thlova rychlost je

Q ={-Qcosy, 0, Qsiny }. (17.3)
Soustava soufadnic x, y, z je spjata se Zemi. Uhel y je zemé&pisna §iika.

Setrvacna sila relativniho pohybu je

S =-mdv/dt = {ma)zacosq), mo’asing, 0} . (17.4)
Zjevna odstiediva sila vyjde ze vzorce [viz napt. LANCZOS (1970)]
Q=-mx(Q xr). (17.5)

Jeji slozky vyjdou po rozepsani vektorovych soucinil
Q. =m’asin’ ycosp+mQ’Rsiny cosy,
0, = mQ’asing,
Q. =m2’asiny cosy cosp +m2°R cos” y .
Muzeme se presvedcit, ze jde o silu
Q=m2r,, (17.6)
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kde vektor r,, kolmy na osu zemskeé rotace a spojujici body v pidorysu OA’,
ma slozky

X, = (R cosy +acos@sin l//)sinw ,

y, =asing,

z,= (R cosy +a cosgosint//)cosy/ .

Jde tedy o odstfedivou silu unédsivého pohybu. Pro Coriolisovu silu pla-
ti vzorec

C=m(-2Qxv)=2mvxQ. (17.7)
Jeji slozky vyjdou

C.=2mQwasinycosy,

C, =2mQwasinysins @,

C, =2mfwacosycose.

Kdyz slozime sily plisobici na obé hmoty, dostaneme konstantni silo-
vou vyslednici

Q, = {Zmﬂstinl//cosy/, 0, 2mQ°Rcos’ i } , (17.8)
ktera se v zdvésu vah sklada s gravitacni silou. Je to korekce tihy se ziete-
lem k rotaci Zem¢.

Kromé toho vzniknou dvé¢ silové dvojice s periodickym casovym pri-
béhem. Jedna plisobi kolem osy za vede k nerovhomérnosti zébérového
momentu pohangjiciho stil. Jeji moment je

M, =m’acos’ ysin(2wt). (17.9)
Druha dvojice ptisobi rozkyvani ramene vah. M4 moment

M. =2ma’ siny cosy coswm t+4mQ wa’cosy cosmt. (17.10)
Protoze (2 je velmi malé, totiz

02=27/(24-60-60)=7,2722-10" s,
muzeme ¢leny s kvadratem této veli¢iny zanedbat. Zbyva pouze

M. =4mQwa’ cosycosmt. (17.11)

Je to moment vznikly pisobenim vertikalnich sloZzek Coriolisovych sil.
Postaci k vybuzeni rezonan¢niho kmitani, jsou-li vahy dostatecné citlivé.
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Budici moment M. je podle (17.11) ptimo umérny thlové rychlosti zem-
ské rotace. Zavisi téZ na zemépisné §ifce. Na rovniku by byl nejvétsi, nebot’
tam je cosiy =1. Na polech by byl nulovy, tam by Edtvostv experiment
selhal.
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O jednom paradoxu v mechanice
tuhych téles

Od samého pocatku byla pfijiména s rozpaky existence tzv. suchého tieni
mezi télesy v mechanické soustavé. Vedly se spory o podstaté tohoto jevu
1 0 zakonech, jimiz je popsan. Nejcastéji se v aplikacich predpoklada, ze se
suché tieni fidi Coulombovym zakonem |T | < /N, kde N je normalova a T

teCna slozka reakce prendsené mezi dvéma dotykajicimi se télesy, fje sou-
¢initel smykového teni. Nerovnost plati pfi adhezi, rovnost pfi relativnim
pohybu. Sila N je tlakova, sila 7 pisobi proti relativnimu pohybu.

Zakladem mechaniky tuhych téles je predpoklad existence absolutné
tuhého (nedeformovatelného ¢i nepoddajného) télesa.

Oba zminéné piedpoklady jsou pouhou idealizaci slozité skutecnosti,
a proto mohou vést, jak ukdZeme na jednom ptikladu, k paradoxnim di-
sledkim [WILMS, COHEN (1997)].

1 yA

2
.

Ll ]

A
\4
A
\

Obr. 18.1

Ptredstavme si absolutné tuhé téleso, které se skladd ze dvou tenkych
kotouct spojenych hiidelem. Kotou¢e maji polomér » a hiidel ma délku 2a
(obr. 18.1). T¢leso je vsunuto s velmi malou vili do nepohyblivého a rov-
néz nepoddajného valce. Rotuje s uhlovou rychlosti w,. T¢€leso je staticky
vyvazeno a jeho tihu neuvazujeme. (Mizeme si predstavit, ze hiidel ma
svislou osu a vlastni tiha je zachycena bez tfeni axidlnim loziskem.) Vlivem
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n¢jaké zbytkové dynamické nevyvazenosti se kotouce dotknou valce. Bu-
deme piedpokladat bodovy dotyk. Na prvni kotou¢ bude ptisobit normélova
slozka reakce F| a tecnd slozka fF;; poloha plisobisté je dana Gthlem y/, . Na
druhy kotou¢ bude obdobné piisobit reakce o slozkach F», fF, s pisobistém
uréenym Uhlem v/, .

Vv

tych s télesem a ze se jeho poloha neméni. Pak uvedené sily musi mit nulo-
vou vyslednici. Plati tedy podminky

Fl(coswl—fsinl//l)—Fz(cosylz—fsinl//z)=0, (18.1)

Fl(sinl,yl+fcosw1)—F2(sim//2+fcosw2):0. (18.2)

Maji-li byt sily F|,F, rizné od nuly, musi vymizet determinant sou-
stavy. Odtud dostaneme po upravé podminku

(1+ £2)sin(y, —v,)=0. (18.3)

Této rovnici vyhovime, bude-li v, =y, =y . Zrovnic (18.1) a (18.2)
pak dostaneme F, =F, =F . Druhé mozné teSeni y, =y, +n by vedlo
k vysledku F, =—F,;, coz nemuze z fyzikalnich divodi platit (dotykova
sila nemlze byt tahova). Je ziejmé, ze ob¢ reakce tvofi silovou dvojici.
Momenty sil k soufadnicovym osam pak jsou

M =-2frF, (18.4)
M, = ZaF(sinl//+fcosw), (18.5)
M. = 2aF(—cosw+fsim//). (18.6)

Zavedeme-li ve smérech soutadnicovych os x, y, z jednotkové vektory
i, j, k, bude moment silové dvojice

M=iM +jM +KkM.. (18.7)
Pro moment hybnosti L télesa bude platit vztah

L=il +jL, +KL,, (18.8)
kde

L.=1. 0., (18.9)
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L,=-D, o (18.10)
L =-D_o, (18.11)
nebot' w, =0, ®, =0. Zde I, je moment setrvaCnosti k ose x, kdeZto D,

D, jsou devia¢ni momenty. Z véty o momentu hybnosti dostavame pohy-
bovou rovnici
dL JL
M =

o exL, (18.12)
dt ot

kde o =iw,. Posledni ¢len v rovnici (18.12) vznik4 vlivem rotace soufad-

nicového systému spojeného s télesem. Jde o vektorovy soucin thlové
rychlosti a momentu hybnosti. RozepiSeme-li vektorovou rovnici (18.12)
do skalarnich slozek, dostaneme

M. =10, (18.13)
. 2
M,=-D, & +D, o}, (18.14)
. 2
M.=-D o, -D,o,. (18.15)
Z rovnic (18.5) a (18.6) mizeme uhel y vyloucit. Bude
M2+ M2 =(1+f2)-4a>F>. (18.16)
Kdyz sem dosadime z rovnic (18.14) a (18.15), vyjde
(D2 +D2)a? +(D2 + D2 )0 =1+ £2)-4a>F>. (18.17)

Silu F, ktera se vyskytuje na pravé stran¢ (18.17), mlizeme vyjadfit
pomoci vztaht (18.4) a (18.13). Po tpravé dostaneme posledni rovnici ve
tvaru

1+ 2)a?12 = r22 (D2 + D2 )| @2 =122 (D2 + D2 )| ! . (18.18)
Podil obou hranatych zavorek oznacime o, takze
/23 (D% +D2)

a’ = . 18.19
(= /)l — 7 (D21 D7) (1819

S tim ziskava rovnice (18.18) jednoduchy tvar
o, =-aw., a=VJa’ . (18.20)
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Znaménko minus bylo vybrano proto, Ze podle rovnic (18.4) a (18.13)
musi byt @ < 0. Nyni je jiz snadné rovnici (18.20) vyfesit. Vyjde

a)xO

o (18.21)

U ltawyt’
kde w , je pocatecni tihlova rychlost (integracni konstanta). Podle rovnice

(18.21) klesa uhlova rychlost s ¢asem asymptoticky k nule. To je vSak
pravda jen tehdy, je-li & realné ¢islo. Pfi ur¢ité hodnoté poméru »/a bude
a nekonecné, coz znamend, Ze rotace okamzité zanikne. Vyjde-li ¢ ima-
ginarni, nema rovnice (18.20) realné feseni. To je tzv. Painlevitv paradox.
Negativni hodnotu o’ dostaneme, zvolime-li pomér r/a dostateéné veli-
ky, jak je vidét z rovnice (18.19).

Paradox nevznika, je-li téleso dokonale vyvazeno. Tehdy vymizi devi-
acni momenty, a =0, o, = @, I’ = 0. Nevznikne vSak ani tehdy, vzdame-
li se pfedstavy absolutné tuhého télesa. Diikaz tohoto tvrzeni ptesahuje roz-
sah naseho pfispévku. V ném jsme ukazali, Ze pfedstava absolutné tuhého
télesa mlize byt s Coulombovym zdkonem suchého tieni neslucitelna.
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Bouasstiv-Sarduiv regulator

Cas jiz davno neodméiuji jen dlouha kyvadla pendlovek s tézkymi zavazi-
mi, vzdyt’ i neklidny pohyb spirdlovych pruzinek nepokoji nahradily v ho-
dinach a hodinkach miniaturni kmitajici kfemenné desticky. Mechanické
regulatory, nepostradatelné soucasti mnoha stroji klasické stavby, byly
rovnéz vétsinou nahrazeny elektronickymi fidicimi prvky. Ty sice udivuji
svymi vykony a moznostmi, ale pfesto v laické mysli nebudi takovy pocit
az posvatné ucty, jakou pocitujeme k lidskému diimyslu a femesiné doko-
nalosti nad nékterymi exponaty pii navstéve technického muzea. Je to ne-
sporn¢ tim, ze pocitate soucasné generace pracuji zptisobem, ktery nesko-
lend mysl nedokaze pochopit. Existuji v§ak i mechanické regulétory, jejichz
¢innost 1ze jen obtizn¢€ chapat bez soubézného teoretického rozboru. Tako-
vym je regulator Bouasse a Sardy, jehoz popis a teorii zde ve stru¢nosti
uvedeme. Jeho teorie pochazi z roku 1958, najdeme ji vSak v monografii
ROSEAU (1987). V tomto ptispévku se omezime pouze na matematicky
popis zaloZeny na intuici, ktery bychom mohli nazvat heuristicky.

Na konci horizontalniho klikového htidele je upevnén buben s momen-
tem setrvacnosti J, z n¢hoz se na poloméru R odviji nehmotné lano se zava-
zim o hmotnosti M (obr. 19.1). Pod tihou tohoto zavazi se buben otaci tih-
lovou rychlosti @ =de/dz . Uhel @ svira rameno kliky s vodorovnou rovi-

nou. Ke klice je ptipojeno dlouhé tahlo zakonéené pruZinou o tuhosti &, pod
niz je upevnéno zavazi o hmotnosti m. Zatimco pohyb prvniho zavazi se
déje rychlosti w(t)R, pohyb druhého zdvazi je popsan posuvem y(¢)
arychlosti y=d y/dt. Oba pohyby jsou tlumeny, pficemZ jde o linearni
viskézni tlumeni s konstantami £, popt. b.

Zanedbame-li thlovou odchylku tahla od svislice, coz je mozné, je-li
tahlo relativné dlouhé, dostaneme pohybové rovnice ve tvaru

d’y dy .
—+b—+ky=krsinp—-mg, 19.1
m Tty ky p—mg (19.1)
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(Zp=MgR+k(y—rsin(0)rcosq)—f((11—(f. (19.2)

Pro ptehlednost zavedeme oznaceni

_ |k ) MR’
P=\m P KT MR
Rovnice (19.1) a (19.2) tak dostaneme ve tvaru
2
d—y+28pdy+p2y:p2rsin(p—g, (19.3)
dr’ dt
dp g [ do
—_— rsin@)cos — — . 19.4
ds? /{R MRz(y p)eosy MR* dt (154

Obr. 19.1

Ma-li buben velky moment setrvadnosti v porovnani se souéinem MR?,
je parametr x maly. Tehdy je podle (19.4) malé i zrychleni. To znamena, ze

rychlost pohybu bubnu, a tim i zdvazi o hmotnosti M bude skoro konstant-
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ni, pohyb se bude jen zvolna zrychlovat. Zkusme prozkoumat, zda existuje
moznost zcela rovnomérného pohybu @ = o, = konst. KdyZ tuto hodnotu

dosadime do (19.3), tj. operator d/d¢nahradime operatorem @,d/de, do-

staneme
2
o] d );+2gpa)od—y+p2y=p2rsin¢)—g. (19.5)
do do
Tato rovnice ma ziejmé partikuldrni integral
y=—%+acosq)+ﬂsin(p, (19.6)
p
kde
2p3€a)0r ﬂ_ (p2 _a)()z)pzr . (19.7)

ey ey ey T -0 v ey ]

Podle (19.6) bude y periodickou funkei tihlu ¢, takze uhlové zrychleni
nebude podle (19.2) resp. (19.4) Upln€ nulové. Budeme vSak pozadovat,
aby bylo v priméru co nejmensi. Vyraz (19.6) proto dosadime do (19.2)

a integral pfes jednu periodu polozime na roven nule:
27

I{MgR+kr(acos¢)+,Bsin(/)—%—rsinqp)cosw—fa)o}d(p =0.(19.8)
p

0
Tuto podminku mizeme po integraci upravit s pouzitim (19.7) do bez-
rozméerového tvaru

3
Mng_fa)zo T 28200p 2 2 =0. (19.9)
kr kr (p"—w,) +(2pe) o,

To je algebraické rovnice pro neznamou thlovou rychlost @, . Snadno
lze ukazat, ze tato rovnice ma nejméné jeden a nejvice tfi redlné koteny.
V roviné s kartézskymi soufadnicemi @,, z podle obr. 19.2 dostaneme fe-
Seni jako prasecik kiivky

3
3 ED, P
2= 32 2 2 .2
(P~ @) +(2pe)
s ptimkou

(19.10)
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MgR  fo,
z=—2———.

kr kr
Je zfejmé, Ze tento prasecik je bud’ jeden, nebo jsou pruseciky tfi,

(19.11)

znichz dva splyvaji, nebo jsou tii razné. Obecné tedy existuji nejvyse tii
realnd feSeni, tj. tfi navzdjem rtzné konstantni uhlové rychlosti, a zbyva
posoudit jejich fyzikalni vyznam. Veli¢inu vypoctenou podle (19.11) mi-
Zeme povazovat za budici moment v bezrozmérovém tvaru, ktery uvadi do
zrychleného pohybu buben se zavéSenym zavazim. Veli¢ina z podle (19.10)
je reakce mechanismu sméfujici proti tomuto pohybu. Vychylime-li se
zbodu 1 na obr. 19.2 ponékud vlevo, tj. poklesne-li thlova rychlost, bude
hnaci moment vétsi nez reakce a thlova rychlost se zvétsi. Jestlize se vy-
chylime vpravo, bude tomu naopak, a thlova rychlost se zmensi. To zna-
mena, ze pohyb dany kofenem v bodu 1 je stabilni. Obdobny rozbor plati
i pro bod 3. Zato u bodu 2 se ukaze, ze kazda fluktuace se spontanné zvét-
Suje, takze pohyb dany timto bodem je nestabilni. Plati tedy, ze stabilni
pohyb nastava jen pro oba krajni kofeny (1 resp. 3). To znamen4, Ze existu-
je jedna thlova rychlost, popt. dv€, na nichz se stabilné udrzi rovhomérny
pohyb (s malymi fluktuacemi).

A
z

»
»

@

Obr. 19.2

Zkusme navrhnout pro lepsi pfedstavu o funkci regulatoru néjaké kon-
krétni hodnoty, podle kterych bychom mohli postavit jeho model. Zvolime
naptiklad M = 10 kg, m = 40 kg, k£ = 1000 kg.s'z, R=045m,r=0,3 m,
b=200kgs", /=18 kgm’s". Vyjde p=15s", e =0,5. Numerickym fese-
nim rovnice (9) dostaneme tfi realné koteny, a to w; = 3,279 s'l, w> = 5,896
s'l, w3 = 24,79 s'. To znamena, Ze existuji dvé mozné skoro konstantni
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rychlosti pohybu bfemene M, a to v; = 1,48 m.s™, v» = 11,16 m.s™. Vychyl-
ku y hmoty m dostaneme pro prvni kofen podle rovnice (6) (v metrech)
y=-0,4+0,2606cos®,t +0,2264sinw,? .

Amplituda tohoto harmonického pohybu tedy bude a = 0,3452 m. Pte-
kvapuje nas, ze je vetsi nez polomér kliky. Musime si vSak uvédomit, ze za
rovnomérného pohybu se musi ubytek potencidlni energie hmoty M béhem
jedné otocky hiidele rovnat energii rozptylené tlumenim. Skute¢né, energie
rozptylena tlumi¢em je A, =nw,a’h=245,5], rotaénim pohybem se roz-
ptyli 4, =2nfw, =37,17, takze celkem se rozptyli 4; + 4, =282,6 J. Uby-
tek potencialni energie je A =2nMgR = 282,7 J. Mélo by byt 4=4,+ 4,.
Shoda vSak nemize byt piesnd, nebot’ ani nase teorie neni presnd. Na praveé
stran¢ rovnice (19.9) neni totiz nula, ale maly konstantni ¢len a jesté perio-
dickd funkce thlu ¢ = ¢ . Ma-li byt tento vyraz co nejbliZsi nule, musi byt
parametr u maly. To znamend, ze buben musi mit relativné¢ velky moment
setrvacnosti.

Prakticky zaméfeny Ctenai se mize ptat, k ¢emu je to dobré. Odpovime
mu upiimné, ze k ni¢emu. Sotva by se dnes néjaky konstruktér odvazil tim-
to mechanismem regulovat rychlost vytahu nebo tézni klece. Bouasstiv-
Sardiv regulator je vSak krasnym piikladem mechanické soustavy
s nelinedrni vnitini vazbou, a mize slouzit napiiklad k potéSe mysli pte-
myslivého Ctenére.
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Humor a hracky v uéebnicich mechaniky

Podle autorova nazoru by ucebnice mély ¢tenafiim pfinaset nejen pouceni,
ale také trochu zabavy. Kdyz autor patral ve své paméti po moznych zdro-
jich takové zabavy, vzpomnél si na znamenitou udebnici matematiky, kte-
rou v povaleénych letech napsal pro rakouské studenty videiisky vysoko-
Skolsky profesor Adalbert Duschek (1895-1957). V tvodu vysvétloval,
proc¢ se ujal tak nevdééného tikolu napsat ucebnici. Prvnim diivodem, proc¢
jsou ucebnice psany, muze byt, ze autor zna cosi, co dosud nebylo sdéle-
no — ale to neni mtj ptipad, napsal profesor Duschek. Druhym divodem
muze byt, ze si autor potiebuje vydélat. Ale kdo zné rakousky povalecny
danovy systém, ten vi, ze je to nemozné. Zbyva posledni diivod: ucebnice
tohoto druhu neni na trhu, a je ji velmi zapotiebi.

Profesor Duschek nebyl pfiznivecem némeckého ndrodniho socialismu,
a tak byl roku 1938 ze svého ucitelského mista propustén. Vratit se mohl az
roku 1945, kdy se stal ¢lenem rakouské Spolkové rady za stranu SPO a také
prednostou Matematického tstavu Technického vysokého uceni ve Vidni
(Technische Hochschule Wien). Tam ptisobil az do své smrti roku 1957.

Autorovi bylo napadné, ze v zadné z ucebnic matematiky, které se mu
dostaly do ruky a které byly vydany pozdé&ji, nenalezl odkaz na Duschkovu
publikaci, dokud mu vysvétleni nepfinesla ndhoda. Vzpomnél si totiz na
jinou podobnou knihu, rovnéz psanou s jistou davkou humoru, vénovanou
tentokrat mechanice. LeZela zapomenuta ve sklepnim depozitati knihovny,
jeji papir byl zkiehly a zazloutly, desky poznamenany plisni. Byl to ¢insky
reprint anglického originalu z roku 1948, vydany v Sanghaji v padesatych
skych prav. Takové mezinirodni zavazky Cinské lidova republika — na roz-
dil od Ceskoslovenské republiky — tehdy neuznavala. U nés byla proto kni-
ha opatiena razitkem oznamujicim, Ze nesmi byt prodavéana ani jinak Siiena,
ale presto ji bylo mozno koupit v prodejné¢ Sovétskd kniha za pouhych Kés

Vorlesungen iiber hohere Mathematik, sv. 1 az IV, Wien 1949—-1961.
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36,70 (v tehdej$i meéné, po reformé by to bylo 7,35 K¢s). Autor knihy
s nazvem Mechanics byl Jacob Pieter Den Hartog, profesor strojniho inze-
nyrstvi na Massachusetts Institute of Technology.*

V uvodu konstatuje profesor Den Hartog, Ze zadné prestizni naklada-
telstvi nevyda knihu bez titulniho listu a bez pfedmluvy. Titulni list ¢tenafi
samoziejme uvitaji, ale predmluvu vétSinou povazuji za zbyte¢nou a neza-
jimavou. Existuji vSak vyjimky. Dobré pfedmluvy psali pry napiiklad Geor-
ge Bernard Shaw, Oliver Heaviside a Henri Bouasse. Pfedmluvy G. B.
Shawa byly nesrovnatelné, rozko$Sné zabavné a zaroven plné moudrosti.
Ostatni dva autofi napsali také zabavné predmluvy, ale bylo v nich skryto
zranujici ostfi. Oliver Heaviside urazil ,,cambridgeské matematiky*, kdyz
zdrahaveé pripustil, ze ,,dokonce i1 oni jsou lidé“. A Henri Bouasse si
s vrozenym galskym vtipem postézoval, ze Clenové Francouzské akademie
véd maji v koSilich vice Skrobu nez je autorovi milé. Takové véty, jakkoli
vtipné, jejich autorim k dobru nijak neposlouzily. Zapomnéli totiz na za-
kladni zakony mechaniky, které ovladal i Sancho Panza. Kdyz jeho pan
Don Quijote zapasil s vétrnymi mlyny, Sancho Panza si pry mezi vousy
mrucel cosi o relativnim pohybu a o tfetim Newtonoveé zakonu. Védél, ze
mlyny zasahnou jeho péna tak tvrdé, jak on zasahne je. A totéZ se stalo pa-
nim Heavisideovi a Bouassovi. Ctihodni panové s naSkrobenymi koSilemi
nikdy nezvolili Bouasse ¢lenem své slovutné akademie, a pokud jde o Hea-
visidea a jeho matematiky, pak Heavisideiiv operatorovy pocet se po deseti
letech jmenoval uz jenom Teorie Laplaceovy transformace a také Heavisi-
deova vrstva byla pirejmenovana na ionosféru. Zkratka kdo chce nosit dobie
vyprané kosile, musi si davat dobry pozor na to, co napise do predmluvy
své knihy. Nejlépe je drzet se suchych faktd, naptiklad ze predkladany
ucebni text je urCen pro dvousemestrovy piredmét inzenyrského curricula.
Toto pouceni pfislo pro profesora Duschka ziejmé piili§ pozdé.

" Posledni, dosud dostupné a legalni vydani této publikace vyslo v nakladatelstvi Dover
Publications, série Dover Books on Physics, v ¢ervnu roku 1961.
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Obr. 20.1

Den Hartogova Mechanika podavé na 462 stranach svédectvi o autoro-
veé pedagogickém mistrovstvi. Teorie je ndzorn€ vykladana a ihned apliko-
vana na feSenych ptikladech, které rozvijeji ¢tenafovu inzenyrskou predsta-
vivost. Kromé toho je pfipojeno 334 neteSenych uloh s pfipojenymi kon-
trolnimi vysledky. Tykaji se nejen riznych strojnich a stavebnich konstruk-
ci a mechanismd, ale také hracek a dokonce jednoho perpetua mobile. Uve-
deme jednoduchy ptiklad valeni télesa po naklonéné roviné (bez valivych
odportt). Pro takové téleso, znazornéné na obr. 20.1, mizeme v soufadni-
cich x, y napsat tyto pohybové rovnice:

N—-mgcosa=my =0, (20.1)
mgsina — F =mx, (20.2)
Fr=1.¢. (20.3)

Z prvni rovnice je ziejmé, Ze normalova reakce je nezavisla na druhu
pohybu. Plati pro ni vztah

N =mgcosa. (20.4)

Zbyvajici dvé rovnice obsahuji tfi neznamé, a to X, ¢ a F'. Chybégjici
rovnici nam doda podminka &istého valeni x=r¢ resp. ¥=r¢@. Releni

dané ulohy je
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. gsina
X=—"——, 20.5
1+(IT/mr2) ( )

F :%x b="" (20.6), (20.7)

Kdyby se téleso bez tieni klouzalo (nevalilo se), bylo by X =gsine .
To predpokladal Galileo Galilei, kdyz vySetfoval pohyb pfi volném padu.
Bylo nad jeho moznosti méfit pribéh rychlého pohybu padajiciho télesa,
a tak se rozhodl tento pad ,,zpomalit™ na naklonéné roviné. Aby odstranil
rusivé tfeni, poustél po naklonéném prkné¢ kulicky. Na prkné vyrobil zatezy
ve vzdalenostech 1, 4, 9, 16, 25 dm od startu a poslouchal, zda na nich ku-
licky tukaji ve stejnych ¢asovych intervalech, coz byl dikaz rovnomérné
zrychleného pohybu. Galilei vSak netusil, Ze mezi pohybem télesa, smyka-
jiciho se bez tfeni, a télesa, které se vali, je rozdil dany druhym ¢lenem ve
jmenovateli rovnice (20.5). Proto byly hodnoty gravitaéniho zrychleni g,
které naméfil, systematicky mensi oproti spravné hodnoté o 29 % (moment
setrva¢nosti homogenni koule k jeji centrdlni ose je totiz I, =(2/5)mr?).
Kdyby pouzil valeckli, byla by chyba dokonce 33 %. Nejvétsi chyba by
vznikla pfi valeni prstence, pro ktery je pfiblizng I = mr’, a to 50%. Teh-
dy by byl vliv momentu setrvacnosti na zpomaleni pohybu nejvétsi. Ale
nelze tento vliv piece jenom jesté dale zvétsit?

Obr. 20.2

Ukazuje se, ze to lze velmi jednoduse. Staci vyrobit téleso podle obr.
20.2. Pak neni obtizné zpomalit valivy pohyb tfeba desetkrat nebo 1 vice. Je
ovSem tfeba si ovéfit, zda valeni skute¢né nastava. To je dano nejen kine-
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matickou podminkou x=r¢, ale také zdkonem smykového tfeni. Nema-li
nastat smyk, musi byt ' < fN, kde f'je soucinitel tfeni. T¢leso se tedy mii-
ze klouzat, misto aby se valilo, je-li splnéna podminka

F I gsina tga

N :r_2[1+(IT /mr*)]mg cosa - 1+(mr2 /IT)

> f (20.8)

V takovém ptipad€ je tfeba analyzu pozménit. Rovnice (20.1) plati
i nadale, ale rovnice (20.2) a (20.3) nyni budou

mgsina — fN =mx, (20.2a)

Nr=1.¢. (20.3a)
Reseni je

X=g(sina— fcosa), (20.5a)

@ =rfmgcosa/l;. (20.7a)

Klouzajici se téleso nemize samo sebe predbéhnout, takze musi byt
splnéna nerovnost r¢ < x. Odtud dostaneme pomoci (20.5a) a (20.7a) pro

soulinitel tieni f znovu podminku (20.8).
L L/

O

Obr. 20.3

Dalo by se n¢jak zajistit, aby se t€leso 1 pii velkém thlu « valilo? Za-
jisté, je to jednoduché. Staci kolem télesa navinout v néjaké draZce lanko,
které zabrani kluzu, a pak mtze byt tfeba o =7/2 (obr. 20.3). To je vSak
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hracka Jo-Jo! Budeme-li lanko pevné drzet v urcité poloze, bude kotoucek
klesat s konstantnim zrychlenim
.. g

X= W (20.9)
podle rovnice (20.5), a to mize byt tieba desetkrat nebo 1 patnactkrat mensi
nez tihové zrychleni g. Sta¢i vhodné zvolit pomér 1. /mr’. Vzorec (20.9)
plati pro x </ (coz je délka lanka).

Pokud bychom zanedbali ztraty, vrati se kotoucek hracky Jo-Jo do piivod-
ni vySe a pak se bude jeho sestup opakovat. Kdo bude pfitom drzet provazek,
uciti v ném Skubnuti, a to v okamziku, kdy je kotou¢ nejnize. To je silovy im-
puls, ktery méni smysl hybnosti kotoucku. Mlizeme ptredpokladat, ze svisly

cvwr

toucek tthlovou rychlost ¢, , kterou vypocteme z rovnosti energii
mg(h+r)=11.¢;. (20.10)
Ptipomenime, Ze 4 znaci celkovou délku lanka a » polomér drazky, ko-

lem které se lanko odviji. Rychlost X je v nejniz§im bod€ nulova. Zrychleni
X, jak se snadno presvédcime, se zde rovna hodnoté

X, =—gor, (20.11)
takze maximalni sila v lanku vyjde
2
F, =mg+mr¢; = mg{l + 2{ s ](1 + ﬁﬂ : (20.12)
T r

Pti skute¢ném pohybu hracky vznikaji ztraty, které je tteba kompenzo-
vat, aby se periodicky pohyb kotouce udrzel. Déje se tak pohybem ruky,
ktery méni skleronomni soustavu na reonomni, a ta — jak znamo — neni
konzervativni. Vycitit, jaké maji byt tyto pohyby, je véci zkusSenosti a zruc-
nosti hrace. Kdo by chtél o hrackach védét vice, miize si nalistovat Bulletin
Ceské spole¢nosti pro mechaniku &.2 (1981), str. 931, nebo 2. &islo zpra-
vodaje GAMM, cervenec 1980.
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Vratme se jesté k odvozeni rovnice (20.5) pivodni ulohy podle obr.
20.1. ProtoZe bod C je okamzitym stfedem otaceni, nabizi se moznost zkra-
cen¢ho odvozeni této rovnice:

mgrsina =1.¢ = (I, +mr’)é. (20.13)

Kdyz tuto hodnotu dosadime do (20.7), dostaneme (20.5). Vysledek
(20.13) je sice spravny, ale jeho odvozeni chybné. Rovnice (20.13) by plati-
la, kdyby osa C byla pevnou osou ota€eni (coz neni z technickych divoda
v daném piipadé¢ mozné). Tehdy by bylo zrychleni bodu C nulové, kdezto

v t&zisti by bylo dostfedivé zrychleni j,. =-r¢°. Podle d’Alembertova
S =mr¢” . Ve skuteénosti je bod C pouze pélem relativniho pohybu, a tedy

okamzitou osou otaceni. Zrychleni tézisté je ve sméru osy y nulové, jak je
zfejmé uz zrovnice (1), zatimco bod C na okraji kotou¢e mé zrychleni

J. =r¢’. Oba ptipady se tedy lisi. Shoda vysledku ziskaného zkracenym

postupem podle (20.13) se spravnym vysledkem (20.5) je umoZnéna pouze

tim, ze setrvacnd sila S nemd k téziSti zddné rameno, a tedy ani moment,

Obr. 20.4

Co se student na tomto piikladu naucil, mize uplatnit mimo jiné pii fe-
Seni ulohy o homogenni kuli¢ce, kterou vypustime s nulovou pocatecni
rychlosti z bodu A po draze znazornéné na obr. 20.4. Sklada se z naklonéné
roviny, svirajici s vodorovnou rovinou tthel 45°, a ze zakfivené drahy ve
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tvaru kruZnice se stiedovym uhlem 225°. Ta na naklon&nou rovinu hladce
navazuje a konc¢i v bod¢ C ve stejné vysi, jakou ma pocatecni bod A. Ptame
se, jaky bude pohyb kulicky, bude-li valivy odpor zanedbatelny. Povrchné
uvazujici ctenaf by mohl usoudit, ze se kuli¢ka zastavi az v bod¢é C, protoze
soustava je konzervativni, a pak spadne. Pfemyslivy Ctenar vSak vi, Ze tomu
tak nemize byt. Kulicka se od drahy oddéli uz v bod¢é B, pro ktery vyjde

thel o =36°.

IT]

Obr. 20.5

Na téchto ptikladech jsme se piesveédcili, Ze 1 velmi jednoducha uloha
muze byt bohatym zdrojem pouceni a radosti pro kazdého premyslivého
studenta 1 jeho udlitele. Dobry ucitel ovSem neu¢i studenty memorovat
poucky, ale objevovat pravdy. Osvojené metody si pak student mize sam
vyzkousSet na zadanych nefeSenych tlohach s uvedenymi kontrolnimi vy-
sledky. Posledni takova uloha v Den Hartogové knize se tyka perpetua mo-
bile podle obr. 20.5. Jde o nekone¢ny pas ovinuty kolem dvou kotouc¢t, na
némz jsou piipevnény v pravidelnych roztecich vélce a v nich tézké pisty;
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ty se ve valcich pohybuji bez tieni a bez netésnosti. Pod nimi je uzavieno
urcité vahové mnozstvi vzduchu, ve vSech valcich stejné. (z valct jsou za-
kresleny pouze dva) a cela sestava je ponotfena do kapaliny. Je zifejmé, ze
na levé stran¢ se vzduch tihou pistl stlaCuje a na pravé naopak roztahuje.
Proto se pisty na levé stran€ nachézeji blize ke dnu valce neZ na pravé stra-
né. Vztlak podle Archimédova zékona je proto na pravé stran¢ vétsi nez na
levé, takze se pas da do pohybu proti hodinovym ruc¢i¢kam.

Ctenaf, ktery si s timto problémem neporadi, se zajisté podiva do kon-
trolnich vysledki a najde tam prekvapivou radu: Zeptejte se svych pratel pri
dnesni veceri.

Podobné¢ jako je zajimava a poutava Den Hartogova ucebnice, je zaji-
mavy a poutavy 1 zivotni ptibeh jejiho autora. Jeho otec Maarten Den Har-
tog byl ucitelem v Amsterodamu. Ve znamé Dreyfusové aféfe v letech
1894-1899 se jednoznacné postavil na stranu tohoto zidovského distojnika
francouzské armady, ktery byl nepravem odsouzen za velezradu a uvéznén
na Dabelskych ostrovech. Obnovy Dreyfusova procesu a jeho rehabilitace
nakonec dosahl spisovatel Emile Zola, ale Maartenu Den Hartogovi to uz
nepomohlo. Byl propustén a utocisté nalezl az v holandskych drzavach dal-
ného vychodu, kde se mu na Javeé roku 1901 narodil syn Jacob Pieter, kte-
rého matka mazlivé oslovovala , Jaapie”. Maly Jaapie se naucil mluvit ho-
landsky 1 malajsky a hral také na housle. Byl mimofadné nadany, a tak se
rodi¢e rozhodli, ze se pokusi znovu zakotvit ve své ot¢in¢, aby mu mohli
doptat fadné vzdélani. Protoze Holandsko nebylo ve valce, matka s Jaapiem
a jeho dvéma sestiickami, Wilhelminou a Clarou, se roku 1916 vratila zpét
do Amsterodamu. Cesta lodi, na niz se plavili, byla tehdy dosti krkolomna —
plavili se kolem Mysu Dobré nadéje (Suezsky pruplav byl pro n¢ uzavien)
a kolem Islandu. Otec Maarten zlstal na Jave, aby rodinu existenné zabez-
pecoval, zadhy vSak zemiel, a pro rodinu nastaly zI¢é Casy. Jacoba Pietera
podporovali na studiich ptibuzni. Vystudoval elektrotechnické inzenyrstvi,
ale nemohl najit uplatnéni. Kdyz byla i po druhé zamitnuta jeho zadost
o zaméstnani, rozhodl se vycestovat do USA. Tam state¢né celil vSem obti-
zim, rozhodnut vydrzet a prorazit, coZz se mu skute¢né podatilo. Po né&jaké
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dob¢ mohl nastoupit u firmy Westinghouse, ktera ho zaradila do zvlastniho
kurzu pro zacinajici inZenyry. Tam se setkal se skvélym a moudrym ucite-
lem, rovnéz emigrantem, profesorem Stépanem P. Timosenkem. Ten si
v$iml jeho talentu a najal ho jako svého asistenta. TimoSenko mu umoznil
vystudovat matematiku na université v Pittsburgu a zaroven ho ,,preskolil*
na znalce mechaniky. KdyZ byl takto existenéné zakotven, pozval si do
Ameriky svou détskou lasku Elisabeth F. Stolkerovou, s niz se roku 1926
ozenil. ,,Jaapie & Beppie*“ se po cely zivot milovali a vyborn¢ doplnovali,
on hral na housle, ona byla vyborna pianistka, a oba byli nadSeni emigranti,
ktefi se rozhodli, Ze doma budou mluvit uz vyhradné jenom anglicky. Po
mlady Jaapie stal profesorem na Harvardské université. Kdyz zacala druha
svétova valka, bylo Den Hartogovi jasné, Zze diive nebo pozdéji zastihne
1 americky kontinent. Proto roku 1939 vstoupil jako dobrovolnik do zalohy
amerického namoinictva (U. S. Naval Reserve). Roku 1941 byl povolan do
aktivni sluzby a o rok pozdé&ji dal na Harvardské université vypoved. Kdyz
valka koncila, dostal nabidku znamého Massachusetts Institute of Techno-
logy (MIT), kterou pftijal. Mluvil vyborné¢ také némecky a francouzsky,
a tak byl poslan do Evropy, aby na obsazenych tzemich navazoval kontak-
ty s vyznamnymi védci a techniky, kteti az dosud pracovali pro nepfitele,
ziskaval od nich informace o dulezitych projektech a zafizenich a zpro-
sttedkovaval pripadnou spolupraci s nimi. MIT uz zistal vérny. Od konce
Sedesatych let trpél tézkou artritidou, od roku 1982 byl zcela nepohyblivy,
a roku 1989 zemiel.
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Rozbalovani svitku stiesni krytiny

Predstavme si, ze na Sikmé stfeSe né&jaké chaty rozbalujeme svitek stfesni
krytiny. Svitek pfidrzime na hibeté stfechy a pustime, aby se mohl vlastni
tithou rozbalit. ProtoZe jde o pohyb pod vlivem sily tize, miizeme si pro jed-
noduchost predstavit, ze by rovina stiechy byla svisla. Pak ptijde o volny pad
rozbalujiciho se svitku, pii kterém se potencialni polohova energie svitku
meéni postupné na kinetickou. To na obecnosti feSeni nic neméni, nebot” po-
hyb svitku bude probihat na naklonéné rovin¢ stejné jako na svislé, az na
zménu Casového méfitka v poméru sina:1, kde « je thel, ktery svird nakloné-
na rovina s vodorovnou rovinou. Krytina je pas dlouhy / m, husté¢ vinuty.
Bude-li pas krytiny tenky, bude mit svitek velmi pfiblizné tvar valce. Jeho
polomér bude maly vzhledem k délce pasu a vodorovny posuv osy svitku
bude pomaly, takze k tomuto pohybu nebudeme piihlizet. Zanedbame-li
ohybovou tuhost pasu, roztazitelnost a jeho mozné rozkmitani, zméni se pi-
vodni polohova energie svitku mg/ na polohovou energii rozvinutého pasu
svitku na pocatku. Kinetickd energie je po uplném rozbaleni nulova. Kam se
tedy druha polovina potencidlni energie podéla? Pokusime se tuto zahadu
objasnit. Ukaze se, Ze tato zdanlivé jednoducha tloha je velmi slozita.

/)

W
h
P

—

/ v Om

A 4

Obr. 21.1
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Energeticka bilance

Jak jiz bylo fe€eno, ptipad budeme fesit jako ulohu o volném rozvijeni svit-
ku na svislé rovin€ pod vlivem tiZe. Pas je nahofe upevnén, jak naznacuje
obr. 21.1, a svitek v obecném okamziku poklesl o délku x. Jadro, na které je
svitek navinut, zanedbame. Budeme tedy ptfedpokladat, ze pas vypliluje
cely prifez svitku. Pocate¢ni hmotnost svitku mg se pfi rozvijeni zméni na
aktualni hodnotu m, a také pocateCni polomér svitku »y se zmensi na r.
Tloustka krytiny je 4 (zahrnuje 1 ptipadné drobné nerovnosti povrchu, takze
si muzeme predstavit, Ze vrstvy krytiny na sebe doléhaji bez mezer). Pomér
délky odvalené Casti k celé délce oznacime pro strucnost &=x//. Z poza-

davku zachovani hmotnosti dostaneme, Ze

m=m,(1-¢&), r’ =r;(1-&). (21.1)

Protoze svitek je valcové téleso, dostaneme jeho moment setrvacnosti
k centralni ose

Jy=Lmn?, J=tmr’ =J,(1-&). (21.2)

Potencialni polohovou energii budeme métit vzhledem k hladin€ x = /,
takze jeji pocatecni velikost bude

V(x=0)=m,gl. (21.3)

Po Caste¢ném rozvinuti svitku se tato energie bude skladat ze dvou cas-
ti, z polohové energie rozvinutého pésu a téze energie pohybujiciho se svit-
ku:

V(x)= mogz[g(l —%gj +(1 —5)2} . (21.4)

Rozdil obou energii
V(0)=V(x)=3mygld(2-2) (21.5)
se musi rovnat — pokud je dand mechanicka soustava konzervativni — kine-

tické energii 7(x) odvinujiciho se svitku. Ta se skldda z energie posuvného
a rotacniho pohybu:
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T(x)= Loni? +l(1mr2j(§j2 _3 i = zmo(l —&)X°. (21.6)
2 2(2 r 4 4

Z energetické bilance

V(0)-V(x)=T(x) (21.7)

dostaneme vertikalni rychlost pohybu osy svitku — k malé odchylce jeji tra-
jektorie od svislice neptihlizime — v bezrozmérovém pomeéru

x _162-9)
TR G (21.8)
1,8
1,6

1,4

12 /
| /
0,8
0,6

N /
L

0 T T T T T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
x/1

bezrozmérova rychlost

Obr. 21.2

Rychlost osy svitku tedy vztahujeme k rychlosti, kterou by dosahlo t¢-
leso vypusténé z klidu volnym padem po draze /. Pribéh této rychlosti je
znazornén na obr. 21.2. Pribéh volného padu je znazornén tenkou Carou.
Rychlost osy svitku je na pocatku & =0 nulova, ke konci vSak limituje pro
& —1 k nekonec¢nu. Tato zvlastnost je disledkem pftijatych zjednodusuji-

cich ptredpokladii. Kdybychom nezanedbavali jadro, na kterém je civka
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navinuta, a brali je jako hmotu pfipevnénou na konec pasu, dostali bychom
omezenou rychlost. Je to obdobny problém, s jakym se ¢tenafi mohli setkat
Jiz pii rozboru pohybu bice, kde uvedena singularita vysvétluje jev znamy
jako praskani bice (kap. 16). Vztah (21.8) budeme derivovat podle ¢asu
a vyuzijeme ptitom vztahtt d(x*)/d¢ = 2x¥, d&/dt = %/1 . Dostaneme zrych-

leni X (opét v bezrozmérovém pomeru)

E_12-24+& (21.9)
g 3 (@-¢y
7

zrychleni/g
W

O T T T T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
x/1

Obr. 21.3

Jeho pribeh je znazornén na obr. 21.3. Na zacatku pohybu je zrychleni
2g/3, ke konci limituje k nekone¢nu. Pokud bychom chtéli znat zavislost
drahy na ¢ase x = x(¢), musili bychom rovnici (21.8) integrovat. My se vSak
misto toho pokusime odvodit diferencialni rovnici, ktera cely déj popisuje.
Jde o soustavu o jednom stupni volnosti, takze pohyb bude popsan jedinou
diferencialni rovnici. Zobecn&na soufadnice bude x, zobecnéna sila mg.”

* v ’ ’ ’ v . v . .
Velicina x neni tedy kartézska soufadnice, ta by se ménila v intervalu <0, x >.
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Tato sila vstoupi do vypoctu prostfednictvim potencidlni polohové energie.
Ze vztahii (4) a (6) dosadime do Lagrangeovy rovnice
dor or dov oV
—_— = (21.10)
dt ox oOx drox Ox
Prvni ¢len na pravé strané je nulovy, protoze potencialni energie V' ne-

zé4visi na rychlosti x . Po dosazeni mame

3 3 % 3 %
—my(1-E)x——my—+—m,—=m,g(1-&). 21.11
20(66)201401 08(1-3) ( )
Po tprave dostaneme pohybovou rovnici ve tvaru
__ x2=3g. (21.12)
2(/—x) 3

Je to nelinearni diferencialni rovnice. Snadno se mizeme presveédcit, ze
feSeni (21.8) a (21.9) této rovnici vyhovuji. Veli¢inu x k tomu nepotiebu-
jeme znat, dosadime totiz x = &/ a rovnice (21.12) bude splnéna identicky.

Posoudime jeste¢ energetickou bilanci pii infinitesimalnim pohybu
x = x+dx . Diferencujeme bilan¢ni rovnici V'(0) -V (x)=T7T(x) a dojdeme
k zavéru, ze pti poklesu civky o dx se potencidlni energie samotného svitku
zmen$i o 2mgdx, kdezto potencidlni energie odvinutého pasu se zvétsi
o mgdx. Celkem se tedy uvolni potencialni polohova energie mgdx. Ta se
zmeéni v ptiriistek kinetické energie svitku d7. Z rovnice (21.6) dostaneme

)
a7 =L e+ L= 23 0 S et S mide =dT +d7,. (21.13)
ox ox 4 / 2

Tento vyraz se musi rovnat mgdx. Protoze xdx = (dx/d¢)xds=xdx,
bude

<2
—%moxT+%m)'é=mg. (21.14)
Dosazenim z rovnic (21.1), (21.8) a (21.9) se presvédCime, ze (21.14)
vskutku plati. Po tpravé zjistime, Ze (21.14) je totoznd s rovnici (21.12),
coz jsme mohli ocekavat.
Prvni ¢len na pravé strané rovnice (21.13) ptedstavuje zménu d77 kine-

tické energie, vyvolanou zmenSenim hmotnosti svitku o mydx/I, druhy
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¢len d7; odpovidé ptirtistku dx rychlosti x . Jestlize do téchto vyrazl dosa-
dime uz odvozené hodnoty, dostaneme

a7 =-mg 2275 av, dr, =myg 225 FE 4 (21.15)
“21-¢) 2(1-¢)

Pomér A =dT;/dT, zstava koneény i v limit¢ & — la je znazornén na
obr. 21.4. Na pocatku pohybu je pfiriistek kinetické energie dan vylu¢né
ptiriistkem rychlosti. Ke konci jsou obé ¢asti v limité stejné, avSak opac-
nych znamének. Jejich soucet je tedy v limité nulovy, ale to je spravné,

protoze 1 hmotnost svitku m se blizi k nule.

0

lambda

71 ,2 T T T T T T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

x/1

Obr. 21.4

Dostali jsme tedy konzistentni feSeni, které popisuje pohyb civky.
Chceme-li ziskat informaci o prib¢hu sily F prenasené do zavésu odvinu-
tym pasem krytiny, musime castecné¢ odvinuty svitek mysSlenym fezem
uvolnit a napsat pro n¢j pohybové rovnice. A tady se ukaze uskali naSeho
feSeni. Pro vét§i nazornost budeme postupovat d’Alembertovou metodou,
tj. pfipojime setrvac¢nou silu a setrvatny moment a napiSeme pro vzniklou
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soustavu podminky rovnovahy. To nekteti ¢tenaii budou povazovat za ryzi
formalismus. D’Alembertiv princip se bohuZel v mnoha ucebnicich a na
mnohych Skolach vyklada jako pouhé formalni pfevedeni jednoho clenu
rovnice na jeji druhou stranu. O dalekosahlém vyznamu tohoto principu
jsme se jiz zminili v kap. 3. Setrvany moment znazornime ekvivalentni
dvojici sil S, na rameni r (obr. 21.5). Pti virtudlnim posuvu osy svitku o ox
vykona setrvaény moment praci S r(0x/r)=S.0x, takZe sila S, je zobec-
nénou silou rota¢ni setrvacnosti. K ni je tfeba pfipocitat silu S, ptisluSnou
posuvnému pohybu. Celkova zobecnénd setrvacnad sila je jejich souctem.

Z odvinutého pasu se na svitek pfenasi sila F'=R—-m,g& . Z momentovych

vyminek pro uvolnény svitek dostavame

S,+S8, =mg=mg(l-2%), (21.16)
F=S. (21.17)
A Sr+Sp
F
r
S
mg
v
Obr. 21.5

Porovname-li rovnici (21.16) srovnici (21.11), zjistujeme, ze leva
strana Lagrangeovy rovnice predstavuje zobecnénou setrvacnou silu, tedy
soucet obou dil¢ich zobecnénych setrvacnych sil. Prava strana je zobecné-
nou ak¢ni silou. Zobecnéné setrvacné sily generuje kinetickd energie. Pro-
toze kinetické energie posuvného pohybu a rota¢niho pohybu

1 1 S(%) 1
T, =—mi’, T =—mr’|=| =—mx". (21.18)
4 r 4
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Jsou k sobé ve stalém poméru, budou k sobé v témze poméru S, : S, =2:1.

1 zobecnéné setrvacné sily. Pfitom podle (21.10) a (21.18)

6T\ oT
_dfh) Sr:i(aT; _o1. (21.19)
dt\ ot ) ox dt\ o% ) ox

To znamend, Ze naptiklad setrvacna sila S, neni pouhym soucinem

hmotnosti a zrychleni m¥, ani ¢asovou zménou hybnosti (d/df)(mx) . Ten-
to druhy vyraz odpovidd Newtonovu zdkonu pro piipad proménlivé hmot-
nosti; platil by, kdyby 7, nezaviselo na x. To je pozoruhodné zjisténi. S tim
se budeme muset jest¢ vyrovnat a nalézt pfic¢inu rozporu.

Z rovnice (21.16) dostaneme 2S5 +S =3S. =m,g(1-¢), takze se do

svitku podle (21.17) pfenasi sila F =1myg(1-&). Pro reakci v zavésu pak
mame

R=F+m,g&=myg(1+2£)/3. (21.20)

Reakce se tedy meéni v zavislosti na x linedrn¢ od hodnoty
R(0)=m,g /3 do hodnoty R(/)=m,g .

KdyZ do rovnic (21.19) dosadime vyrazy (21.18), vyjde ndm

)
Sy = v+ mi+ o, (21.21)
—X

.. 1 .1 X
S =—mx+—mi+—m .

2 2 4 I-x
Dosazenim (21.21) a (21.22) do (21.16) dostaneme (21.12).

Odpovéd’ na polozenou otdzku podava rovnice (21.7). Je to energeticka

(21.22)

bilance, ktera byla zakladem naseho feSeni a je splnéna po celou dobu trva-
ni d&je. Dokonce i v zavéru déje (na konci rozbalovéani) dostaneme kinetic-
kou energii v limité¢ rovnou polovin¢ plivodni potencialni energie svitku
(jde o limitu sou¢inu hmotnosti a kvadratu rychlosti, kdy jeden Cinitel limi-
tuje k nule a druhy k nekonecnu). Otazkou ziistava, co se déje po skonceni
popisovaného déje. Kdyby to vazebni podminka umoziovala, doSlo by pa-
trné k jo-jo efektu, tj. cely proces by se opakoval v opacném smyslu (svitek
by se opét navinovanim vytvarel a stoupal na druhé strané — pokud by ne-
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bylo ztrdt — do plivodni vySe). Kinetickd energie by se meénila zpét
v potencidlni. Skute¢ny proces by vSak byl podstatné ovlivnén vlastnostmi
materidlu, které se 1i8i od idealnich pfedpokladi, a skute€nymi okrajovymi
podminkami.

Namitka proti podanému reseni problému

Uvedené feSeni je zaloZeno na energetické bilanci, tedy na zdkonu zacho-

vani energie. Je vSak evidentné v rozporu s vétou o impulsu a hybnosti,

ktera musi rovnéz platit. Zkusme postup feseni obratit a alternativni fesSeni

zalozit na této vété. Pak ovSem nebude splnén zdkon zachovéni energie.

Nové odvozené setrvacné sily odli§ime od pfedchoziho feseni hvézdickou.
Podle véty o impulsu a hybnosti musi byt

S =%(m5c)= X+ mi (21.23)
. -2

s =LA A s L L L X (21.24)
rde|i\2 r 2 2 4 |-x

Kdyz soucet téchto sil dosadime do rovnice (21.16), dostaneme po
uprave rovnici (21.12), avsak s koeficientem u druhého ¢lenu —7/6 misto —
1/2:

7 x2=3g. (21.25)
6(/ —x) 3

To znamena, ze zrychleni X vyjde nyni vétsi nez podle rovnice (21.12)

a ze energetickd bilance nebude splnéna. Které tfeSeni je tedy spravné?
A kde hledat pfi¢inu uvedené neshody?

Intermezzo

Zvolme jiny, jednodussi piipad, kdy dochazi k rozpornému feseni. Je to
uloha o fetézu, ktery modelujeme jako hmotné, dokonale ohebné a nerozta-
zitelné vlakno. Ret&z je uloZen ,,bez ladu a skladu“ v krabici, odkud je vy-
tahovan. Abychom se vyhnuli zapocitdvani zmén potencidlni polohové
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energie, budeme ptedpokladat, Ze fetéz z krabice vytahujeme vodorovné
a na dokonale hladké podloZzce. Kdyz vytahneme cast fetézu o délce x, bude
jeji hmotnost m = sx, kde i je hmotnost jednotkové délky fetézu. Retéz
budeme vytahovat konstantni silou F, takze vykoname praci Fx. Sledujme,
co se stane, kdyz se délka zvétsi o infinitesimalni ptirastek dx. Prace Fdx se
spotiebuje nejen na ptirychleni uz vytazené casti fetézu, ale také na urych-
leni elementu fetézu, ktery byl az dosud v klidu a ndhle se musi pohybovat
rychlosti x> 0. To znamena ndhlou zménu pohybového stavu, nespojitou
zménu rychlosti, a tedy rdz. Jak je zn4dzornéno na obr. 21.6, element
o hmotnosti dm = pdx uvolnény myslenym fezem mél hybnost nulovou
a vzapéti bude mit hybnost xdm . To znamen4, Ze na n¢j musi pisobit sila
0, jejiz impuls se bude rovnat vysledné hybnosti:

Qdt = xdm , atedy Q=xm. (a)

Hmotnost oddélené Casti tyCe se nezménila, takze pro ni bude platit
pohybové rovnice

F—-Q=F—-xm=mx. (b)
Sila F tedy bude
Fzm%+5crhz%(m5€). (c)

Tuto rovnici vyndsobime dx = xd¢, abychom dostali energetickou bi-
lanci. Dostaneme

Fdx = mxdx + x*dm = mxdx + x*dm . (d)

Totalni diferencial kinetické energie 7 = mx” /2 je

dT = mxdx +%x2dm . (e)
Ze srovnani obou poslednich rovnic vidime, ze

Fdx=dT +%5c2dm . (f)

To znamend, ze kromé kinetické energie vytazené Casti fetézu musime
dodat jesté kinetickou energii, kterou uvadime elementarni Castice fetézu
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postupné z klidu do pohybu, a to razem. Teprve pii zapocitani této energie
plati zakon zachovani energie a zdroven 1 véta o impulsu a hybnosti.

dm O O m F
> <« >
dl.i . X >
Obr. 21.6

Sledujme nyni, co se stane, pfestane-li sila F' pusobit v okamziku vyta-
zeni celého fetézu z krabice. Nadale se fetéz bude pohybovat s energii 7,

ackoli jsme podle (f) dodali zvn&jsku praci FI =T +(1/2) j x*dm , tedy vt

To znamenad, Ze soustava neni konzervativni, Cast dodané energie se ze sys-
tému ztratila. Neztratila se ovSem ze svéta. Kdybychom ptedpokladali pod-
dajny fetéz, zmenila by se patrné v energii vinéni vzbuzeného diive popsa-
nymi razy pii uvadéni aZ dosud klidnych hmotnych elementti v krabici do
pohybu. Pfitom by mohly ptfipadné vznikat i plastické deformace a cast
energie by se rozptylila do okoli v podob¢ tepla. Jestlize jsme piijali pred-
poklad neroztazitelného fetézu, vlastné absolutné neroztazitelného vlékna,
pak se lze domyslet, Ze se energie dand poslednim ¢lenem v rovnici (f) roz-
ptylila jen v podob¢ tepla, nebot’ pietvoreni (pomérnou deformaci) vldkna
jsme ze svych uvah vylouc¢ili.

Odstranéni rozporu a nové pochyby

Vratime se k pivodni uloze. Abychom nalezli pfi¢inu rozporu mezi obéma
feSenimi, porovname setrvacné sily v obou ptipadech. Z rovnic (21) az (24)
zjistime, ze

S =8 4l S =8 LM g (21.26)
P2 21
To znamend, ze v rovnici (21.16), plynouci z energetické bilance, bu-
deme mit
5 * m, . 2
S, +8, +T°x =mg. (21.27)
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Tieti ¢len na levé stran¢ (21.27) musime k souctu obou zobecnénych
setrvacnych sil doplnit, aby energeticka bilance (21.16) platila 1 pro tyto
rigordzné odvozené setrvacné sily (21.23) a (21.24). Prozkoumejme vy-
znam tohoto ¢lenu. Kdyz rovnici (21.27) znasobime dx, dostaneme energe-
tickou bilanci v diferencialni formé. Tieti ¢len se da upravit pomoci (21.1):

%xzdx = myd&E X = —x>dm. (21.28)

Zaporné znaménko na pravé stran¢ znamena, ze se hmotnost svitku pii
pohybu zmensuje.
Vysvétleni je nyni snadné. Protoze na§ model ptedpokladd valcovy

tvar svitku a v intervalu dz se z ného uvolni hmotnost |dm| = —dm , neuvolni

se jako element pasu délky dx o hmotnosti |dm

, ale jako rotacne symetric-

ka obruc téze hmotnosti. Ta ma obvodovou rychlost x a rotacni kinetickou

energii 5c2|dm|/ 2. Stejnou rychlost 1 energii ma posuvny pohyb, takze cel-
kova kinetickd energie obruce je pravé x° |dm| O tuto energii se zmensi
kineticka energie svitku d7'=(S, +S,)dx, takZe rigorozni energetickd bi-

lance bude
d7" = (S, +5, )dx = [mg —%xzjdx : (21.29)

To znamend, Ze se uvolnéna potencialni energie mgdx nepfeméni cela
na energii 7 " ale jen jeji Cast, zbytek se z mechanického systému ,,ztrati“
obdobné jako tomu bylo u fetézu, tj. pteméni se v teplo a rozptyli se do
okoli. Je to energie souvisejici s nahlym zastavenim uvolnéné rotujici obru-
¢e o hmotnosti dm. To ovSem znamena, ze soustava neni konzervativni.

Avsak ve skutecnosti se hmotny element timto zpiisobem neuvolnuje.
KdyZ se element pasu o délce dx poklada na stfechu, je jeho okamzita rych-
lost vzhledem ke stieSe nulova, k Zaddné nespojitosti této rychlosti nedocha-
zi a zadnd kinetick4 energie se ze svitku neodnasi. Abychom byli poctivi,
musime pfiznat, Ze element, ktery se prave poklada, ma jesté rotacni energii

2 2 s N v v Y P .
Y (Y,dmdx?), ale ta je fadové mensi nez tieba element polohové energie
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mgdx . Je tedy zanedbatelna. To znamend, ze matematicky model by mé¢l

byt konzervativni. Je tedy otazka, zda feSeni zalozené na zachovani energie
v ptvodni verzi, tj. rovnice (21.21), (21.22) a (21.12), ackoli jsou principi-
aln€ pro zvoleny nekonzervativni matematicky model nespravné, nepopisu-
ji realitu 1épe nez rigordzni feSeni (21.23), (21.24) a (21.25). Toto rigorozni
feSeni plati totiz pro nas nerigorozni model. Kdybychom to chtéli presnéji
analyzovat, musili bychom opustit pfedstavu, Ze svitek mé valcovy tvar.
Musili bychom ptedpokladat, ze méa obrys dany obloukem Archimédovy
spiraly, v némz se vSechny hmotné elementy pohybu;ji kolem osy svitku po
kruznicich (ve stalé vzdalenosti od osy) az do okamziku, kdy opoustéji svi-
tek. Jejich rychlost se méni spojité a k zadnému razu nedochazi. Ulohu by
bylo mozné déle zpiesnit zahrnutim také vodorovnych slozek rychlosti do
vypoctu. To by vSak byla uz zna¢n¢ komplikovana tloha. Mohli bychom ji
fesit také experimentalné. Experiment by nam vsak nedal spolehlivou od-
poveéd, protoZze by se pfi ném rusivé projevovaly skutecné vlastnosti pouzi-
tého materidlu, jejz jsme si v naSich teoretickych uvahach zidealizovali.
Ostatn¢ obé feSeni ztraceji vyznam, kdyz se x blizi /, tedy koncem rozbalo-
vani svitku. Tehdy se uz nase predpoklady ptili§ odchyluji od skutecnosti.
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Pribéhy dvou malych vodnich
elektraren

V tomto textu se zaméiime na dveé udalosti. Obé se tykaji malych vodnich
elektraren. Jedna z nich byla postavena u Spéalova na soutoku Jizery a Ka-
menice nékdy za prvni Ceskoslovenské republiky a hned pfi slavnostnim
zahajeni provozu se porouchala. Roztrhlo se ptfivodni potrubi, a to z pficin,
které se mohou zdat neuvétitelné. Pribéh zna autor z vypravéni svého neza-
pomenutelného ucitele prof. Dr. techn. Ing. Jaroslava Hybla, u n¢hoz v po-
vale¢nych letech pracoval jako asistent. U prilezitosti vyro¢i jeho umrti mu
vénoval vzpominku v Bulletinu Asociace strojnich inzenyrt (2000).

V druhém piipad¢ byly vlastn€ vodni turbiny tfi. Byly to shodné kole-
nové turbiny s horizontalnimi htideli, které nahradily asi ptfed sedmnacti
lety ptivodni, a jiz znaéné zastaralé turbiny na fece Vltavé na prazské Stva-
nici. U dvou z nich se pravideln¢ opakovaly lomy jednoho ze Sroubti v pfi-
rub€ spojujici loziskovy Cep s télesem turbiny. Tteti turbina pracovala bez
zavad. Bylo tfeba vysSetfit pric¢inu téchto zahadnych lomu, které nebylo
mozné vysvétlit nedostate¢nou pevnosti nebo vyrobni chybou sroubti.

Porucha vodni elektrarny ve Spalové, kterou zpusobil
fotograf

Po dokonceni stavby nové elektrarny na soutoku Jizery a Kamenice se jako
vzdy konaly garan¢ni zkousky, kterymi se prokazalo, Ze turbina dava poza-
dovany vykon pfi garantované Uc¢innosti. Poté se celé dilo slavnostné ode-
vzdavalo provozovateli. Toho se ucastnili nejen piedstavitelé investora
a stavebnich a vyrobnich firem, ale také predstavitelé mistni vefejné spravy,
pozvani novinafi a jini vazeni hosté. Ze slavnosti se potfizoval pisemny za-
znam spolu s obrazovym materidlem, ktery mél za kol dodat fotograf po-
zvany z Turnova. Elektrarna byla uvedena do provozu a fotograf konal
svou praci. Prochéazel se mezi lidmi, volné se pohyboval strojovnou a foto-
grafoval kromé osob také vSechny pftistupné stroje onoho obdivuhodného
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zatizeni, jez poslusné meénilo dosud nespoutany tok Jizery v elektrickou
energii. Po tocitych schodech sestoupil 1 do Sachty, kterou prochéazela saci
trouba odvad¢jici vodu z obézného kola turbiny zpét do feky. V Sachté byla
tma, a tak fotograf musel pouzit bleskového osvétleni, nebot’ citlivost foto-
grafického materidlu by jinak nestacila k uspokojivé expozici obrazu. Teh-
dy se pouzivaly malé pytliky naplnéné magneziem, opatfené knotem. Foto-
graf zavésil jeden takovy pytlik na kovové zabradli a zapalil knot. Poté za-
méfil svilj aparat, oteviel objektiv a ¢ekal, az blesk osvétli Sachtu. Nahote
ve strojovné nikdo jeho praci ani nefidil, ani nesledoval. Obsluha soustroji
si v§imala jen svych objektl a sledovala bezchybny chod.

Vtom elektrikat zahlédl zablesk bledémodrého svétla odkudsi za gene-
ratorem. Lekl se, Ze v rozvodné€ vznikl elektricky zkrat, ktery by mohl zpi-
sobit nebezpec¢ny pozar. O fotografovi nevédél, a jiny piivod modravého
zablesku si neumél predstavit. Thned proto odpojil generator od sité. Tim
vSak odleh¢il turbinu, jejiz otacky zacaly stoupat. To ale nebyla jeho sta-
rost, on odpojil od elektrickych zdroji podezielé misto, a tim jeho zdsah
koncil. Myslil, Ze ptipadny pozar se v klidu uhasi a vSe ostatni se vySetii
pozdéji.

Strojnik dohliZejici na chod vodni turbiny netusil, pro¢ elektrikai nahle
stroj odleh¢il, a byl vydéSen, kdyz slySel hvizdani turbiny roztacejici se do
vysokych otacek. V tom okamziku nemyslel na to, Zze otd€ky nemohou
stoupnout vic nez na necely dvojnasobek jmenovité hodnoty, coz jsou tzv.
pribézné otacky, které kazdy sprdvné navrzeny stroj musi bez poruchy vydr-
zet. Bél se, Ze se novy stroj mize poskodit, a proto rychle zavtel ptivod vody.
P1ili§ rychle! V pfivodnim potrubi vznikl vodni raz, zplisobeny nahlym za-
stavenim proudici vody tésné€ pred turbinou. Vznikly pretlak roztrhl pfivodni
potrubi a snad asi Sest kubickych metrli vody vytékalo kazdou vtefinu do
strojovny. Hladina vody v prostoru malé strojovny rychle stoupala.

Podéseny elektrikaf v panice vyskocil témét az ke stropu k zamiiZova-
nym oknlim strojovny, coz byl mimotadny atleticky vykon, které¢ho by asi
za normalnich okolnosti nebyl viibec schopen. Ostatni osoby ve strojovné
plavaly tak dlouho, az voda vyrazila Siroké vrata a vSechny vyplavila ven
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na travnik. Tak nedistojné skoncili tehdy vSichni, ktefi naplanovali, usku-
teCnili a praveé oslavovali spoutani vodniho Zivlu do sluzeb ¢lovéka.

Byla jmenovéana komise expertl, kterd méla urcit podil viny na vzniklé
katastrofé. Fotografa nebylo moZné obvinit, protoZze nemohl tusit, jak si
jeho blesk obsluha generatoru vysvétli. Nicméné ji mohl upozornit na to, co
hodla podniknout. Nejvétsi vinu na nehodé mél strojnik. Mél védét, Ze stro-
Ji ani pii pribéZnych otackach Z74dné nebezpeci nehrozi. Vinu vSak mél
1 projektant, ktery mohl konstruovat uzavér potrubi tak, aby jeho pfili§
rychlé uzavieni bylo vylougeno. Ctenafe jistd napadne, Ze po bitvé je kazdy
general moudry. Stésti bylo, Ze zlstalo jen pii vécnych $kodach, nikdo ne-
piisel o zZivot, ani nebyl ranén.

Poruchy sroubi v pfirubovém spoji loZziskového cepu s
télesem kolenové vodni turbiny

V hydrocentrale v Praze na Stvanici byly roku 1990 instalovany tfi nové
shodné kolenové turbiny firmy CKD Blansko s horizontalnimi htideli. Kazda
turbina pohani sviij elektricky generator umistény na témze hitideli. Jedna
z téchto turbin béZela bez poruch, kdezto u druhych dvou praskaly Srouby
v piirubé spojujici loZiskovy &ep s télesem turbiny. Srouby M30x90 praskaly
inavou materidlu asi po 14 dnech provozu, coz odpovida piiblizng 2.10°
otaCkam. Byly vyménény za jiné, rlizné upravené a s kvalitnéj$im materia-
lem, ale praskaly vzdy znovu. Naposledy byla ocel 17022.6 nahrazena oceli
17021.6 (podle CSN) a roub M30x90 prodlouzen na M30x115, k jehoz
vysttedéni byla pouzita kulova podlozka. I tyto Srouby vsak praskaly.
Vyrobce i1 provozovatel se pfi feSeni tohoto problému dopustili nékoli-
ka chyb. Poruchy nebyly fadné evidovany, neexistovaly protokoly s popi-
sem poruch. Prasklé Srouby byly seSrotovany, takZze v dobé, kdy byl autor
ptizvan k nalezeni pficin poruch, nebyly k dispozici ani ony, ani jejich fo-
tografie. Vyjimkou byl jeden Sroub, ktery se podafilo ve sbéru Srotu najit.
Byl porusen unavovym lomem zasahujicim velkou cast prifezu, lomova
plocha byla jiz zkorodovéna. Lom se pocal §ifit z jediného zdrodku mezi
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druhym a tfetim zavitem zavrtané¢ho konce Sroubu, kde 1ze ocekéavat nejvét-
§1 koncentraci napéti. Tvrzeni jednoho z pracovnikli montaze, Ze se opako-
van¢ porusSuji pouze Srouby z jednoho a té¢hoz mista ptiruby, nebylo mozno
ovéfit. Tato informace by pfispéla k rozliSeni pficiny poruch spjatych s pfi-
rubou (vyrobni vada) od mozné vnéjsi priciny (pfetizeni spoje).

Schéma rotorové soustavy je ziejmé z obr. 22.1. Vzdalenost radialnich
loZisek AB je 10375 mm, loZisek BC 4534 mm. Vzdalenost mezi vnéjSimi
podpérami je tedy 14909 mm. Htidel je zna¢n€ dlouhy, nebot’ generator je
uloZen aZ za kolenem saciho potrubi. Cisla na obr. 22.1 oznaéuji jednotlivé
kone¢né (nosnikoveé) prvky pouzité pro vypocet namahani hiidele. Radialni
loZiska jsou pii montazi nastavena tak, aby pii zatizeni silou tize nepfenasSe-
la spojka mezi obéma castmi hiidele (prvky 32, 33) zadny ohybovy mo-
ment. Pfetlakova turbina zpracovava prittoéné mnozstvi 55 m>.s™' pii spadu
4,18 m s vykonem 1890 kW. Vn¢j$i primér obézného kola je 3500 mm.
Ptiruba, jejiz poruchy vysetiujeme, spojuje prvky 3 a 4.

O
;§ o Schéma rotorové
S 2 soustavy
10 11 az 20

8

NS

5

5136

—4 + p— ._l.—._l_ —_
AN
| C

Obr. 22.1
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4
Obr. 22.2

Pevnostni kontrola soustavy neprokdzala naméhani nad mezi unavy za
béznych provoznich podminek. Proto bylo naméhani Sroubii vySetteno ten-
zometricky. Piivodni méfeni uskutecnil vyrobce. Pracovnici umistili snima-
&e na diik Sroubu v osovém sméru v odstupu 90° v mistech oznagenych na
obr. 22.2 cislicemi 1 az 4. Hodnoty pomérnych prodlouzeni zaznamenané
v daném okamziku oznacime ¢, ¢,, &;, &,. Z nich autofi vypocitali tahovou

y - 1< o ol g
slozku naméhani o, =—E Zgl.. Pro vypocet ohybové slozky namahani
i=1

diiku Sroubu pouzili vzorec o, :max|E8i —0't|. Tento vztah vSak muze
vést pii ureni ohybového namahani k chybé az 30 %, a to i pfi piesném
méfeni. Zalezi totiZ na tom, jak je Ctvefice snimacl otocena vzhledem
k roviné ohybového momentu. Podle Bernoulliho hypotézy se pii tahu
1 ohybu zachovéava rovinnost prifezi, takze musi platit podminka

& +e =¢8,+¢,. (22.1)

Splnéni této podminky experimentatoii nekontrolovali, podminka ne-
byla splnéna. Pomérné velky rozdil svéd¢i o néjaké chybé méteni, ktera
nebyla vySetfena. Proto zavér prvniho tenzometrického meéteni neodhalil
pric¢inu poruch Sroubd. Méfeni se mélo vyhodnocovat jinak, coz nyni uka-
zeme.

Ptedpoklad zachovani rovinnosti prifez vede k rovnici

&=ay;+bz; +c, (22.2)
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kde a, b, ¢ jsou konstanty a y;, z; soufadnice snimace v rovin¢ prafezu,
i=12,...,4. Podle obr. 22.2 odtud dostaneme

& r 0 1
a
& 0 r 1 o . , .
= b ¢, ¢ili v maticovém zapisu e=Ap. (22.3)
&, -r 0 1
c
&, 0 -r 1

Jde o preurCenou soustavu rovnic pro nezndmé konstanty. Protoze veli-
¢iny &; nejsou presné, nebude ani soustava (22.3) ptesné splnéna. Rezidual-
ni vektor R = Ap — € by mél byt v idealnim ptipad¢ nulovy. Budeme jej
minimalizovat tak, aby byla minimélni jeho euklidovska norma (R'R)".

Odtud dostaneme pro hledané konstanty vztah
-1
p=(ATA)"ATe. (22.4)
Euklidovska norma rezidualniho vektoru je zaroven mirou nepiesnosti
méfeni. Ohybovd slozka napéti je pak uréena spadem roviny
e=ay+bz+c=f(y,2):

o, = Erlgrade| = Erda® +b° = %E\/(gl —&) +(g,—5,)".

(22.5)
Pro tahovou slozku napéti dostaneme

1
o, =Ec= ZE(g1 +&tE+8,). (22.6)

Opakovanym métenim se prokazala velka ohybovéa slozka vznikla uta-
Zenim Sroubu, ktery nebyl zavrtan kolmo, ale s nepfipustnou uhlovou od-
chylkou. To pravdépodobné vedlo k lokdlnimu ptetizeni a ke vzniku zérod-

ku tinavové trhliny.
Zavér

Z obou ptibehi je ziejmé, ze uloha vysettit pti¢inu poruchy stroje vyzaduje
znaéné intelektudlni usili. Nejlépe to vyjadfil uz Sir Arthur Conan Doyle
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v detektivee Pes baskervillsky: Cim poSetilejsi, ¢im grotesknéjsi je néjaka
prihoda, tim bedlivejsi pozornosti si zasluhuje, a prave ten bod, ktery véc
zdanlivé zatemnuje, véc s nejvetsi pravdépodobnosti nejlépe vysvétli — je-li
arci presné zvazen a vedecky analyzovan.
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Pohyb na vzduchovém polstari

Pii pohybu tézkych pfedmétl na rovinné podlozce 1ze témét uplné odstranit
tieci odpor tim, ze se pod predmétem vytvori vzduchovy polstar. Tohoto
principu se vyuziva napiiklad u jednoho druhu rotacni sekacky na travu,
u vznasedel na vodni hladiné apod. V tomto ptispévku se pokusime na jed-
nom piikladu vysvétlit, jakym zdkonim mechaniky tento pohyb podléha.
Jde-li o pohyb télesa na tuhé podlozce, vytvaii se vzduchovy polstar vhane-
nim vzduchu do prostoru oteviené tlakové nadoby ve tvaru jakéhosi tuhého
meélkého zvonu (hrnce) obraceného dnem vzhiru (nemusi byt rotaéné sy-
metricky). Na jeho spodnim okraji je pfipojen vice nebo mén¢ pruzny lem,
pod nimz vzduch vytéka do volného prostoru. Je ziejmé, ze k udrzeni po-
trebného pretlaku je tfeba neustdle dodavat vzduch, takze pohyb se dé&je
sice prakticky bez tfeciho odporu, ale to neznamend, ze neni tfeba dodavat
energii. Pfesto mize byt vyuziti tohoto principu vyhodné, a to zvlasté pti
rychlém pohybu nebo pfi prepravé téles na kratké vzdalenosti.

V tomto prispévku uvedeme zakony mechaniky, kterymi lze tento po-
hyb popsat. Podrobny rozbor umoziuje nejen posoudit potiebny pretlak
a dodavany vykon, ale také stanovit podminky pro podkritické proudéni
vzduchu a pro stabilitu pohybu. Zakladni informace jsou v monografii
ROSEAU (1984).

//‘4— 1
4_EJF L_,qz

Obr. 23.1

Popis zarizeni a jeho matematicky model

Princip pohybu télesa na vzduchovém polstari vysvétlime na zatizeni zna-
zornéném na obr. 23.1. Pfepravované téleso, které neni zakresleno, je ptipo-
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jeno k tlakové nadobé. Tato nadoba (hrnec) mé tvar valce dole otevieného
a zakoncen¢ho lemem FE. Do nadoby se vhani za sekundu vzduch o hmot-
nosti ¢;. Odtokova hmotnost za sekundu je oznacena ¢,. Tlak vzduchu
v nadob¢ oznacime p, hustotu p, hmotnost m a objem V. Bude tedy

m=pV . (23.1)
Pro bilanci protékajiciho mnoZstvi plati evidentni vztah
dm
=q,+—. 23.2
9, =4, 47 ( )

Vzduch se vnadobé udrzuje ve stalém stavu (nezavislém na cCase),
avSak v okoli lemu FE ve tvaru anuloidu se po¢ne pohybovat a vytékat
rychlosti u prstencovitym prifezem (mezi okrajem E lemu a pokladem). To
znamena, ze pocatecni tlak p podél zaktivené drahy FE klesa az k hodnoté
okolniho tlaku py. Protoze p > po, prohyba se lem smérem nahoru. Vzdale-
nost mezi jeho okrajem a podkladem oznacime e. Vzdalenost horniho okra-
je lemu F, kde je lem piipojen k tlakové nadobé, od podkladu je 4. Vyska
deformované¢ho lemu je % —e, nedeformovaného b. Pro jeho elastickou
deformaci bude ptiblizn¢€ platit linearni vztah

b—(h—e)=k(p—p,). (23.3)

Zde k je konstanta charakterizujici poddajnost lemu. Je-li lem tuhy, je
k= 0. Pretlak vzduchu dodavaného kompresorem zavisi na piitokovém
mnozstvi g, takze

p—po=/1(q). (23.4)

Pfi malém pritoku je pretlak velky a naopak, takze charakteristika f{(g)
kompresoru ma negativni derivaci, df(¢q,)/dg, <0. Teplota vzduchu ve
vzduchovém polStafi se da vypocitat, jestlize zname pracovni bod charakte-
ristiky (23.4) a hustotu vzduchu p, nebot’ velmi pfiblizné plati stavova rov-
nice pv = rT. Zde r je m&ma plynova konstanta, v = p”' je mémy objema T’
absolutni teplota. Z fyziky zndme Mayeriv vztah, podle které¢ho
r=c,—c,, coz je rozdil mérnych tepel pfi stalém tlaku a pfi stdlém obje-

mu, a také zavislost tlaku na hustoté [viz GERMAIN (1973)]
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p=p"A®s), y=c,/c,, (23.5)
kde A(s) je funkce mérné entropie a y Poissonova konstanta. Pfi izoentro-
pické zméné je A(s) konstantni a p/p” = pv' = konst.

Poznamka. Vztah (23.5) plati i pfi izotermické zméng. Z ucebnic termo-
dynamiky zndme vztah pro entropii pro T = konst., totiz s =c In(p/ p,) +

+c,In(v/v,)=cIn(4/4,). Odtud vypolteme A= A,e’’“ = A(s). Vztah

(23.5) mizeme upravit spouzitim stavové rovnice na tvar 4 =rTv' "' =
=rTp ™" takze dostaneme pv = rT = konst. To je znamy zikon Boylelv-
Mariottetv.

Pro proudéni vzduchu pod lemem tlakové nadoby plati Bernoulliho
rovnice v diferencidlnim tvaru [viz PRAGER (1961)]

udu=-dp/p, (23.6)
v niz symbol % znaci rychlost v daném miste, ktera se méni z hodnoty 0 na
vtoku az na hodnotu u na vytoku, zatimco tlak se méni v téchZe mistech
z hodnoty p na hodnotu py. Kdyby se tlak ménil jen mélo, bylo by mozno
povazovat hustotu za konstantu a pak bychom integraci (23.6) dostali zavis-

lost

p=p,+ipu’. (23.7)
Pro vytokové mnozstvi vzduchu pak plati, ze

q, =pleu, (23.8)

kde / je délka obvodu vytokové hrany.

Stacionarni pracovni rezim s malym pretlakem

Je-li M celkova hmotnost dopravovand na vzduchovém pol$taii, musi pfi
ustaleném pohybu platit (za predpokladu malého pretlaku) tyto rovnice:
Mg =S(p=py)s P~Py=f(a), ¢, =4, = pleu, p=p,+ipu’.
(23.9)

V prvnim z téchto vztahli zna¢i g tihové zrychleni a S plosny obsah
pramétu plochy vzduchového polstafe do vodorovné roviny. Je-li H tloust-
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ka vzduchového polstaie, pak jeho objem je V' = SH. Protoze predpoklada-
me jen malou zménu tlaku, bude hustota vzduchu ptiblizné stala, a podle
stavové rovnice bude stejné stala 1 jeho teplota.

Piiklad 1. Necht po = 10° Pa, p — po = 2500 Pa, S = 1,5 m?, H=0,1 m,
V=SH=0,15m’. Je-li ptiblizn& g = 10 m.s%, vyjde Mg = 1,5.2500 = 3750
N, a tedy M = 375 kg. Pro hustotu p = 1,26 kg.m ™ vypoéteme z rovnice
(23.7) vytokovou rychlost u = 63 m.s™. Je-li dale obvod lemu /=7 m a vy-
tokova mezera ma vysku e = 0,006 m, vyjde pritokové mnozstvi vzduchu
podle (23.8) ¢; = ¢» = 1,26.7.0,006.63 = 3,33 kg.s'. Tento tdaj spolu
s pretlakem p — po ur€uji pracovni bod na charakteristice (23.4) kompresoru.
Nepocitame-li ztraty, je pfikon na vstupu P, =¢q,(p—p,)/ p stejny jako

vykon na vystupu P, =q,u’ /2. Vyjde P; =P, =6615W.

Izoentropicka expanze

Neni-li pfetlak maly, nelze pii integraci Bernoulliho rovnice (23.6) pomi-
nout promeénlivost hustoty. Budeme proto piedpokladat, Ze expanze vzdu-
chu pod lemem tlakové nadoby je izoentropicka, tj. Ze plati rovnice (23.5)
s hodnotou A(s) = konst. Odtud vypocteme

d_ o' P Adp . (23.10)
Yo,
Je vyhodné zavést do vypoctu rychlost zvuku c. Pro ni plati vztah
¢ =[8—p) =y A=y 2. (23.11)
a s=konst P
Diferenciaci a tpravou s pouzitim (23.10) vyjde
de’ =(y-1)pp’ > Adp :(y—l)d—p. (23.12)
yo,
Odtud vypocteme dp/p a dosadime do (23.6). Po integraci vyjde
uzzi(cz—coz), (23.13)
y—1
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kde ¢ je rychlost zvuku na vstupu do vytokového kandlu, ¢y je rychlost zvu-
ku pod vytokovou hranou E; tam je tlak py a hustota p,. Posledni vztah mu-
zeme upravit do tvaru

u? (r=D/r
P L 1—(ﬂj : (23.14)
2 y-1 p
Je-li zlomek =20 << 1, piejde (23.14) po tpravé ve tvar (23.7).
Dy

Konecné je tieba poznamenat, Ze pro vytokové mnozstvi bude nyni
platit vzorec

1y
g, = poleu , 0, = ,{%} . (23.15)

Pomér rychlosti u/cy je Machovo ¢islo na vystupu. Pro jeho kvadrat
vychézi ze vztahu (23.13) rovnice

) ) -D/r
”_ZZL(C_Z_lJ:L {ij 1. (23.16)
¢, r—1¢ y=1{{ p,

To znamend, Ze proudéni je podzvukové pouze tehdy, je-1i splnéna ne-

rovnost
7/(r=1)
£<(7—+1j : (23.17)
Py 2

Je-li y = 1,4, bude (p/po) < 1,89. Tento tlakovy pomér bychom neméli
prekrocit.

Priklad 2. Pro hodnoty z piikladu 1 dostaneme p/py = 1,025, po =
=1,238 kgm >, ¢ = 337,47 m:s ', ¢o = 336,29 m.s ', u = 63,27 m.s . Tato

vvvvvv

velmi maly. Machovo ¢islo je 63,27/336,29 = 0,188.
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Dynamicka stabilita

Dosavadni rozbor dané ulohy neumozZiiuje posoudit stabilitu pohybu. Tu
muzeme postihnout jen tak, Ze ustdleny proud vzduchu porusime a budeme
zkoumat, zda tyto malé poruchy vstupnich proménnych (jejich nekone¢né
malé variace) se budou s casem zvétSovat. Oznacime je operatorovym sym-
bolem 6. Protoze poruchy piedstavuji neustaleny pohyb, bude pro né platit
pohybové rovnice (druhy Newtoniiv zékon)
d*8h
de?
Budeme ptedpokladat, Zze pro perturbaci tlaku a hustoty plati zakon

M

= S3p. (23.18)

izoentropické zmény p/ p” =konst., takze

o = 7/8_,0. (23.19)
P P

Déle budeme ptredpokladat, Ze plati (23.3), (23.4) a (23.7), takze
Oh —de =—kdp (23.20)
op = 1,89, (23.21)
S ép+ pdp =(pu)d(pu). (23.22)

V téchto rovnicich jsme oznacili podle (23.4) /= (p — po), f,=0f /0q, .

Z rovnice kontinuity (23.2) dostaneme

8q, =5q, +%(V8p + pSV). (23.23)

V této rovnici zanedbame souciny casové derivace a perturbace jako
malé veliiny vyssiho fadu a ddle dosadime 6V = S6A. Dostaneme

d d
0g, =0q, +V —0p+ pS—0dh. 23.24
9 =0¢, TV 0P+ pS ( )

Perturbaci dg, vypocteme ze vztahu (23.8), dosadime do (23.24) a pak
do (23.21). Vysledek upravime s pouzitim (23.18). Vyjde

3
VoM d 5f’ +ps Yo, (23.25)
ypS dt dr

»_ I[ pude + ed(pu) |+

q
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Konecné z rovnic (23.18) az (23.20), (23.22) a (23.25) vyloucime per-
turbace Jdp, dp, de a d(pu). Tak dostaneme diferencidlni rovnici tetiho fadu
popisujici svisly perturbovany pohyb ve tvaru

3 2 2

d 83h+ Ze_u+lejp+k plu_ yp |d 82h+7pS d8h+S7/plu
dt 2V uVp V. Vpf,)dt VM  dt VM

(23.25)
Vsechny koeficienty jsou pozitivni. Proto Ize aplikovat Routhovo-

dh =0.

Hurwitzovo kritérium stability, které tikd, Ze pohyb je stabilni, pokud [viz
KOZESNIK (1979)]

leu leyp . plu_ yp I (23.26)
2V ulp V. Vef, S

Do této nerovnosti miizeme dosadit V' = SH a veli¢inu § zkratit. Odtud
je ziejmé, Ze stabilitu mize ohrozit pfili§ velka vySka H tlakové nadoby.

Pfiznivy vliv ma naopak mald strmost ‘ f q‘ charakteristiky kompresoru

a velkd poddajnost lemu na vytoku z nadoby. Na velikosti plochy S pfitom
nezalezi.
Zaveér

Z uvedeného feseni je zfejmé, ze analytické metody neztraceji vyznam ani
v dobé¢ superpocitaci, a také ze analytické ani numerické metody se neobe-
jdou bez dobré znalosti fyzikalnich zakond.
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Historie variacniho poctu

There is hardly any other branch of the
mathematical sciences in which abstract
mathematical speculation and concrete physical
evidence go so beautifully together and
complement each other so perfectly.

(Cornelius Lanczos)

Objev infinitesimalniho poctu v sedmnactém stoleti oteviel badatelim nové
obzory exaktnich pfirodnich véd a umoznil matematické feSeni mnoha pro-
blémt, jez byly jinymi prostiedky Casto nefeSitelné. Zvlastni kapitolou byly
extremalni probléemy, tj. vyhledavani maxim a minim riznych funkci. Bylo
mozné je aplikovat v mnoha tlohach velké praktické dilezitosti. Napriklad
bylo mozno vypocitat poméer poloméru a vysky valcové plechovky na konzer-
vy, aby spotieba plechu byla pfi daném objemu co nejmensi (v/h = %); urcit,
jak vysoké maji byt stozary vefejného osvétleni, postavené na piimé cesté
s rozteci /, aby cesta byla maximalné osvétlena (/4 = l/ (2\/5 ) = 0,3536/) ; jak

dlouhy smi byt viiz (idedlné zobrazeny jako iseCka na obr. 24.1), aby projel
z ulice o $iice a do kolmé ulice o itce b (I = ad/1+ (b/a)*” ) atd.
b

AB=/

Obr. 24.1
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Ptipomenime jesté jednu dulezitou ulohu z optiky. Paprsek prochazi
prostiedim, v némz se $ifi rychlosti v, a dopad4d do prostiedi s rychlosti
Sifeni v, (obr. 24.2). Jakou musime zvolit drahu z bodu A do bodu B (oba
body jsou dané), aby &as potiebny k prob&hnuti paprsku byl nejkratsi? Re-
Seni této tlohy vede k rovnici

1 X _sina 1 a—x _sinf

Vi B+ X1 V V) B +(a—x) V)

Tato rovnice popisuje lom paprsku na rozhrani dvou prostiedi o rizné

= konst. (24.1)

optické hustoté. Je to zndmy Snelliiv zakon o lomu svétla, ale ziskali jsme
jej tentokrat jako matematicky disledek Fermatova principu o priletu pa-
prsku v nejkratSim Case.

A

| v,
h, a

i

A

B
hy v,
B
X
a ]
Obr. 24.2

Uvedené ptiklady se tykaji vyhledavani extrémi néjaké funkce. Zahy
se vSak pozornost badatelti z konce 17. stoleti upind ke zcela novému typu
extremalnich uloh, totiz k tém, které daly pozd&ji vzniknout variacnimu
poctu. Podnétem k tomu byla vyzva Jana Bernoulliho (1677-1748) uvetej-
néna roku 1696 v Casopise Acta Eruditorum, jehoz vydavatelem byl G. W.
Leibniz (1646—1716). Ulohou bylo ur¢it drdhu, ktera by spojovala dva body
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ve svislé roviné (nelezici na spolecné vertikale), po niz by se hmotny bod
pohyboval u¢inkem tize a bez odporu tak, Ze by z horniho bodu dorazil do
spodniho v nejkratSim Case. Leibniz vyzvu doprovodil vlastnim posudkem,
v némz napsal, ze jde o velmi krasnou a neslychanou ulohu.

Bernoulli pak doslova piSe: Smyslem ulohy je, najit mezi nekonecné
mnoha kiivkami spojujicimi oba body takovou, podél které — pokud by byla
nahrazena prislusnou tenkou zakiivenou trubici — by vloZena a volné vypus-
tena kulicka dospéla do druhého bodu v nejkratsim case. Abych vsak vylou-
c¢il jakoukoli dvojznacnost, pripominam vyslovné, Ze prijimam Galileovu
hypotézu, o niz Zadny rozumny geometr nepochybuje, podle niz — pokud
nedbame odporu pohybu — se rychlost padajiciho télesa meni s druhou od-
mocninou z probéhnutého vyskovéeho rozdilu.

a

Obr. 24.3

Predpokladejme, Ze kulicka je vypusténa z bodu O na obr. 24.3 s nulo-
vou pocatecni rychlosti, takze v bodé¢ P ma podle uvedené hypotézy rych-

lost v=4/2gy . Element dréhy ma velikost ds =+/1+y"*dx (y'=dy/dx).
Kulicka jej prob¢hne za ¢as df = ds/v, takze
1+y"

dr=—L
NEF

dx. (24.2)
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Celkovy ¢as, ktery ma byt minimem, dostaneme integraci:

T a 12
T=[di= \/;_ | /”y dx = minimum, (24.3)
0 g5 Y

Hodnota integralu zavisi na prubéhu funkce y(x), je to tedy funkcional.
Vyhledani extrému tohoto funkciondlu je charakteristickou tlohou variac-
niho poctu. V obecném piipadé jde o ulohu najit nezndmou funkei y(x) tak,
aby funkcional

J= j F(x,y,)")dx (24.4)

X=a
nabyval stacionarni hodnoty (pfipomenime, ze hodnota funkce je stacionar-
ni, nabyva-li funkce maxima, minima nebo jde-li o inflexni bod s nulovou

smérnici teCny v ném).

dy \:

Obr. 24.4

Vyzvu Jana Bernoulliho pfijali jeho starsi bratr Jakub Bernoulli (1654—
1705), Leibniz, L Hospital (1661-1704), Newton (1642—1727) a Huygens
(1629-1695). Ti vSichni podali spravné feseni. Nejjednodussi feSeni vSak
podal sam Jan Bernoulli. Vysel z Fermatova principu (24.1) a piedpokladal,
ze extremalni vlastnost ma nejen cela draha, ale kazda jeji ¢ast, tedy 1 ele-
ment ds. Podle obr. 24.4 a rovnice (24.1) musi tedy platit, Ze

sing _ldx 1 1

vy vds v 1+

= konst.,
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a tedy
1

Vyd+y?)

X

=konst., nebo téZ y(1+y*)=konst.  (24.5)

X

Obr. 24.5

Kiivka, ktera vyhovuje této rovnici, je hledana brachystochrona. Teh-
dy nebyla k dispozici zadna teorie diferencidlnich rovnic, ale z analytickych
popisit znamych ktivek bylo mozno zkusmo takové rovnice odvodit. Proto
Jan Bernoulli snadno rozpoznal, ze za rovnici (24.5) se skryva cykloida, taz
cykloida, kterou Huygens jiz piredtim nazval tautochrona, kiivka, po niz
dorazi kulicka vypusténa z libovolného mista do nejnizSiho bodu za stejny
¢as. Najit rovnici cykloidy lze snadno. Podle obr. 24.5 ma obecny bod cyk-
loidy soufadnice

X=ap—asng, y:a—acos¢:2asin((/)/2). (24.6)

Odtud vypocteme derivaci
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' :ﬂ :_dy/dgo = cotgﬂ. (24.7)
dx dx/de 2

Z rovnice (24.7) vylou¢ime uhel ¢ pomoci druhé zrovnic (24.6)
a dostaneme (24.5).

Jakkoli je uvedeny postup obdivuhodny, fesi pouze jedinou specialni
tlohu. Reseni navrzené Jakubem Bernoullim je sice obecngjsi, ale vede
k velmi slozitym vzorclim. Prilom v téchto metodach se podafil aZ Leonar-
du Eulerovi, ktery se tak stal zakladatelem nové matematické discipliny,
varianiho poctu. Ve spise Methodus inveniendi linea curvas maximi mi-
nimive proprietate gaudentes (Metoda k nalezeni kiivek, které se t€si ex-
tremalnim vlastnostem) podal obecné feSeni problému (24.4) originalnim
a genialnim obratem. K funkci y(x) pfipocetl jeji variaci oy = E{igr(}an(x),
kde 7(x) je libovolna ,,rozumné* funkce definovana na intervalu a <x <b
tak, ze n(a)=n(b)=0. Pii danych funkcich y(x)an(x)lze variovany

funkcional (24.4) povaZovat za funkci f parametru a. Tuto funkci rozvine-
me kolem bodu « =0 v Taylorovu fadu a dostaneme

f(a)=IF(x, y+an, y'+an')dx=f(0)+aj(%n+25

a

n’jderO(az).

(24.8)
Je-li y(x) hledanou extremalou, nemize se hodnota funkcionélu J pii-
danim nekonecn¢é malé variace 6y zmeénit o vice nez o nekonecné malou

veli¢inu druhého fadu. To znamena, Ze se integral na pravé stran€ rovnice
(24.8) musi rovnat nule. Po jeho integraci per partes vyjde

bop
or +| oF 4o =0, (24.9)
o' oy dx o

Prvni ¢len odpada vzhledem k okrajovym hodnotdm funkce 7(x). In-

n

a a

tegral tedy musi byt nulovy nezavisle na funkcizn(x) (kterd je libovolnd),

takze musi platit Eulerova rovnice

=22 oo, (24.10)
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Obdobn¢ jako vymizeni derivace funkce pii hledani jejiho extrému je
1 splnéni Eulerovy rovnice pouze nutnou podminkou. Dosazenim se miize-
me presveédcit, ze Eulerova rovnice dava pro tlohu najit extrém funkcionalu
(24.3) nelinearni diferencialni rovnici

20" +1+y? =0. (24.11)

Rovnice (24.11) je rovnéZ rovnici cykloidy, nebot’ ji mizeme dostat
vyloucenim proménné ¢ z rovnic (24.6) anebo derivaci rovnice (24.5). Jeji
feSeni je kupodivu snadné, pouzijeme-li substituci y'=p, a tedy

n_dp _dpdy dp
Cdx dy dx dy

X+ x, = y,| arcsin } (24.12)
yo

—— p . S integra¢nimi konstantami x,, y, dostaneme

YA

Y

Obr. 24.6

Integracni konstanty vypocteme z okrajovych podminek v bodech O, A
(obr. 24.3), kde musi platit »(0)=0, y(a)=h. Vyjde x,=0 a dale

transcendentni rovnice pro nezndmé y,
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azyolarcsin\/z /i(liﬂ (24.13)
Yo Yo Yo

Tu je tfeba fesit numericky.

Bratfi Jan a Jakub Bernoulliovi se neméli radi a vzajemné Zzarlili na
svoje uspéchy. Proto Jakub vyzval na oplatku svého bratra, aby vyfesil na-
sledujici tlohu. Nad zakladnou OA je tieba vést kiivku OPA délky L tako-
vou, ze kiivka OQA vedena nad stejnou zakladnou, jejiz pofadnice jsou
vsak n-tou mocninou pofadnic kfivky ptfedchozi, uzavird maximalni plochu
(viz obr. 24.6). Matematicky vyjadieno, hledame maximum funkcionalu

J= jy”dx=maximum (24.14)

x=0

pfi vedlejsi podmince
L a
jds=j 1+ y">dx = L = konst. (24.15)
0 0

Protoze vSechny , konkurencni kiivky y(x) spliiuji podminku (24.15)
konstantni délky, nazyva se tato Uloha izoperimetrickd. Ackoli se pocatek
variacniho poctu datuje od vyzvy Jana Bernoulliho roku 1696, najdeme
izoperimetrické tlohy uz ve starovékych povéstech. Publius Vergilius Maro
vypravi v prvnim zpévu své Aeneis piibéh kralovny Did6. Ta uprchla
z mésta Tyros (dne$ni Str) do Afriky, kdyZz jeji bratr Pygmalion zavrazdil
z lakomstvi jejiho manzela Acherbase. Vzala s sebou vSechny poklady své-
ho muze a koupila za n€ od libyjského krale Iarba tolik zemé¢, kolik se da
ohranicit byc¢i kizi. O tom, jak si Dido pocinala, uz Vergilius nepiSe, ale
pouceni o tom nam zanechal fimsky historik Justinus. Dala kiiZi rozfezat na
nejten¢i prouzky (...in tenuissimas paretes secari...), aby mohla ohranicit
co nejvétsi kus pobfezi. Na tomto misté pak 72 let pred zaloZzenim Rima
zalozila mésto Kartdgo. Problém kralovny Did6 se da podle obr. 24.7 ma-
tematicky formulovat takto: nad pobfezim zndzornénym osou x je tieba vést
oblouk dané délky tak, aby ploSny obsah jim ohranieny byl maximalni.
Tedy
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J = [ (¥)d¥ = maximum (24.16)
0

pfi vedlejsi podmince

[\1+[y'®T d¥ = L = konst. (24.17)
0
Integracni proménnou jsme oznacili pruhem, abychom ji odlisili od

horni meze integralu.

YA

Obr. 24.7

Nové na této uloze je, ze horni mez integralu je nezndma. Tuto nesnaz
muizeme piekonat, kdyz zavedeme novou proménnou, totiz délku oblouku
s. Misto (24.16) a (24.17) dostaneme jedinou rovnici

J= j y(s)4/1—(dy/ds)* ds = maximum. (24.18)

Na tento funkciondl Ize jiz aplikovat Eulerovu metodu a pomoci
(24.10) dokazat, ze hledany oblouk musi byt ptlkruznice. AvSak toto feSeni
poznal jiz ve starovéku Zenodoros, a to chytrou tvahou. Ktivku na obr.
24.7 doplnil jejim zrcadlovym obrazem. Obsah obou ploch ohrani¢enych
uzavienou kiivkou o délce 2L bude nejvétsi, pajde-li o kruznici. Hledana
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hranice pfiStiho Kartdga musi proto mit tvar pilkruZnice. Zenodoros také
poprvé pouzil oznaceni ,,izoperimetricka uloha“.

Pon¢kud slozit&jsi izoperimetrickou tlohu obsahuje jinéd staroveéka ba-
je, kterou ve svém rozsahlém mnohasvazkovém dile 4b urbe condita, vé-
novaném historii Rima, uvadi Titus Livius. V druhém svazku v kap. 10 1i¢i
hrdinsky ¢in Horatia Coclese, ktery sdm branil dievény most pies feku Ti-
beru pred utocicimi Etrusky, dokud se fimskym obranclim nepodatilo most
zni€it. Potom v plné zbroji skocil do feky a pteplaval k fimskému biehu. Za
odménu dostal tolik ptdy, kolik byl schopen ohranicit orbou pluhem za
jeden den. Piedpokladame-li, Ze ptidu ziskal na rovném useku biehu feky,
muzeme ulohu formulovat jako pozadavek maxima funkcionalu (viz obr.
24.7)

J = [ (¥)d¥ = maximum (24.19)
0

s vedlejsi podminkou, podle které ora¢ urazi rychlosti v=ds/dr=

=4/1+y"* dx/dt celou drahu za dobu T jednoho dne:

j 0 o onst. (24.20)
(X, y)

Rychlost pluhu v zavisi na soufadnicich x, y, protoZe se od mista
k mistu méni kvalita pidy. Kdyby byla tato rychlost konstantni, ztotoznily
by se obé posledni tlohy a feSenim by byla pulkruznice.

Eulertiv spis Methodus inveniendi obsahuje sto zajimavych a obtiznych
piikladii aplikaci variacniho poctu, takze matematikové mohli k nému
v dalsich stoletich jen maloco nového dodat. Pfesto nalezneme i v moderni
matematické literatufe nové formulované Ulohy, jejichZ feSeni pftilakalo
vynikajici matematiky a €asto vedlo k ne¢ekanym disledkim.

Naptiklad roku 1921 formuloval Zermelo naviga¢ni ulohu, ktera byla
natolik naro¢nd, ze komplikované feSeni podal az Levi-Civita. Nad danou
rovinou (pfedstavujici mote) je zadano pole rychlosti v(x,y,t)proudéni

vody proménlivé s ¢asem. Lod’ vyvine relativné k vodé€ rychlost u kon-
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stantni velikosti, jejiz smer se mize ménit. Jakou je tfeba zvolit drahu, aby
lod” ptiplula zjednoho daného bodu do jiného v nejkratSim case? Levi-
Civita zobecnil tuto ulohu 1 na trojrozmérny ptipad.

Obr. 24.8

Zdanlivé jednoduché je uloha Kakeyova (Kakeya) z roku 1917. Jaky
tvar m& mit nejmensi ploSnad (rovinnd) oblast, aby se v ni mohla otoCit

tsecka AB o délce AB tak, Ze se jeji koncové body vzijemné zaméni?
Jednou takovou oblasti je zajisté kruznice o priméru AB, jinou predstavuje

rovnostranny trojihelnik o vysce AB, jehoz plocha je asi 0 26% mensi nez
plocha piedchoziho kruhu. Kone¢né tfeti moznosti je oblast vymezena tre-
mi hypocykloidalnimi oblouky podle obr. 24.8. Vznikne v kruhu o polomé¢-
ru 3a odvalovénim jiného kruhu o poloméru a. Te¢na AB k oblouku hypo-

cykloidy, vedend v kterémkoli bod¢, ma konstantni délku 4a = AB. Zda se,
ze je to feSeni dané ulohy, nebot’ plocha vymezena tfemi oblouky na obr.
24.8 je pravé polovinou plochy kruhu o priméru 4a. Je tedy nejmensi
z uvedenych tii moznosti.

Kakeyovu tlohu bychom se mohli pokusit vyftesit také tak, Ze bychom
na né¢jaké hladké uzaviené kiivce podle obr. 24.9 nechali koncové body
usecky AB klouzat. Vytvotilo by se pfihrani¢ni pasmo, které je na obr. 24.9
vyznaceno. To vSak ma podle Holditchovy véty plochu pravé rovnou plose

160



kruhu o priméru AB. To snadno pochopime, rozlozime-li si pohyb na
sloZku transla¢ni, vztazenou tfeba k draze tézisté isecky, a slozku rotacni.
Translacni slozka k vysledné ploSe nijak nepfispiva, protoZe se plosné pii-
rustky pfi zakonceni pohybu tézist€ tsecky po uzaviené kiivce anuluji. Ro-
taci Usecky vznikne kruh o priméru AB. Timto zplsobem usecku sice oto-
¢ime, ale zamény bodil A, B nedosahneme. Reseni podle Kakeyova zadéani

tak tedy nedostaneme.

Kakeyova uloha ma také prakticky vyznam, nebot’ ji Ize alternativné
formulovat jako problém najit tvar leti§té o nejmensi ploSe, na kterém by
mohla letadla pfistavat v libovolném sméru pii dané délce piistavaci drahy.
Takto formulované tiloze by kinematicky vyhovovalo i1 feSeni podle obr.
24.9, ovSem nebyla by to nejmensi mozna plocha.

K velkému piekvapeni matematické obce piinesl Casopis Mathema-
tische Zeitschrift roku 1928 pfispévek, v némz matematik Besicovitch
dokazal, ze Kakeyova tloha nema feSeni. Hledand plocha mtze byt libo-
voln¢ mala a sklada se z tisicti velmi tizkych a velmi dlouhych trojuhelnik.
Reseni, ma-li mit prakticky smysl, je tedy tieba omezit podminkou, Ze hle-
dané plocha musi mit konecnou velikost.

O variacnich principech v mechanice pojednava naptiklad LANCZOS
(1970). Pfipomeneme zde jenom nejvyznamnéjsi z nich, princip Hamilto-
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t
nuv. Podle ného nabyva integrélILdt stacionarni hodnoty. Jde-li o sklero-
4
nomni mechanickou soustavu se silovou funkci nezavislou na case, je La-
grangeova funkce L = T — V' déna rozdilem kinetické a potencialni energie a
je funkei zobecnénych soutadnic g; a jejich ¢asovych derivaci (zobecnénych
rychlosti) ¢,. Aplikaci Eulerovy metody ziskdme znamé Lagrangeovy rov-
nice
L OL

ia—_—a—zO,(i=l,2,...,n). (24.21)

dz g, oq,

Jak nés nabada Cornelius Lanczos (1893—-1974), varia¢ni pocet mame
studovat pro jeho ptvab, a ov§em také jako doklad toho, ze uz koncem se-
dmnéctého stoleti existovala ve védé ¢ild mezinarodni spoluprace. A jak
jsme ukézali, touha po poznani pfirody byla tak silna, ze se soutéZivost
a spoluprace navzijem nevylucovaly.
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b4

Invariantni varia¢ni a(lohy Emmy
Noetherové

Podle slavného Hamiltonova principu, o kterém jsme jiz pojednali v kap. 9,
ma byt ¢asovy integral Lagrangeovy funkce L v urcitych mezich stacionar-
ni. Tato funkce je rozdilem kinetické a potencialni energie, L=T7T -V . Va-
riace je pfitom libovolna, avSak v koncovych bodech integra¢niho intervalu
nulova. Musi tedy byt

t
84=0, A=|Ldt. (25.1)
4

Hamiltontiv princip plati pro libovolnou mechanickou soustavu, v niz
plsobi monogenni sily (tj. takové, jejichz slozky 1ze — na rozdil od poly-
gennich sil — odvodit parcidlnimi derivacemi skaldrni silové funkce) a va-
zebni podminky jsou holonomni. Pfitom pfedpokladame, ze silova funkce
U nezavisi na zobecnénych rychlostech, takze V' = —U.

Emmy Noetherova (1882—-1935) byla dcerou némeckého profesora ma-
tematiky Maxe Noethera (1844-1921), ktery plisobil v Heidelbergu a v Er-
langenu a studoval algebraické funkce a analytickou geometrii. Emmy se
narodila v Erlangenu, avSak béhem svého zivota musela jako Zena-mate-
mati¢ka pfekondvat mnoho pfedsudkd a protivenstvi. Svymi odbornymi
pracemi vzbudila pozornost takovych osobnosti, jako byli Klein, Hilbert
a Einstein. KdyZ onemocnél jeji otec, zaskakovala za n¢j na prednaSkéch,
atim se dostala k pedagogické praci. Na universit¢ v Gottingenu se stala
oblibenou a vyhledavanou lektorkou matematiky a po tfech letech dostala
imaly plat, ale pro svlij zidovsky ptivod byla navzdory své proslulosti
z university propusténa a roku 1933 emigrovala do USA, kde po dvou le-
tech v Pensylvanii zemiela. Vénovala se pfevazné topologii. Svym pre-
svéd€enim, Ze mezi pfirodnimi zdkony existuji vzajemné vztahy, takze je
lze odvozovat z vySSich principt, a Ze tyto zakony maji — ostatné jako cela
ptiroda — 1 ur€itou estetickou hodnotu, naptiklad symetrii, byla velmi blizka
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Albertu Einsteinovi. Zplsob jejiho uvazovani ukdzeme na ptikladu Hamil-
tonova varia¢niho principu podle rovnic (25.1).

Lagrangeova funkce L z&visi obecné¢ na zobecnénych soufadnicich g;,
zobecnénych rychlostech ¢, a na Case ¢, takze L= L(q,,q,,t). Zkoumejme,
co se stane, kdyZ pocatek od¢itani casu posuneme o néjakou infinitesimalni
veli¢inu a, tj. kdyz zvolime transformaci

t=f+a. (25.2)

Po dosazeni do Lagrangeovy funkce dostaneme L=L(q,,q.,{+a).

Derivace podle ¢asu ¢ ozna¢ime teckou, podle ¢asu 7 ¢arkou. Predpokla-
dejme, ze Lagrangeova funkce nebude explicitné zaviset na Case, takze
akéni integral bude

hta

A= [L(g,q)di (25.3)

h+a
Vidime, Ze nové zavedend konstanta a se objevuje pouze v mezich in-
tegralu. Je-li a konstantni, je df=d7, takZe se akéni integral nezméni. Po-
pisuje stejny problém jako dfive. Opustime nyni piedpoklad, ze jde o kon-
stantu, a pfipustime zavislost veli¢iny o na &ase 7 takovou, ze
a(t)=a(t,)=0. (25.4)
To znamend, Ze se meze integralu nezméni. AvSak akéni integral bude

nyni také funkci a a v integrandu se objevi i derivace «'(7). Bude totiz

dt = (1+a)df,

. dg, dq, . ,
g =L S _gy=q'(1-a). (25.5)
de — di

Pfipomenime, Zze «'je infinitesimalni (nekone¢né mald) veli¢ina, takze

(1+a')=(1—-a')". Takze budeme mit

i 04

Posledni vyraz na pravé stran¢ (25.6) jsme dostali rozvojem funkce na

i

L(q;,4;) = L(g, ’qi’(l - al)) = L(qﬂqi’) - (ia_qu ja’ : (25.6)

levé strané v Taylorovu fadu a zanedbanim nekonecné malych veli¢in fadu
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vét§iho neZ prvniho. Také jsme pfitom vyuZili rovnice (25.5). A tak akéni
integral bude mit novy tvar:
(<& oL
A= j L(q,,q)df —j[za—_qi —Lja'df : (25.7)
f n\ =l i
Transformaci (25.2) se naSe variacni uloha nezménila, novy tvar ak¢-

niho integralu neobsahuje o nic vice informaci nez jeho ptivodni podoba.
Zmenil se v§ak pocet stupnu volnosti, nebot do rovnice (25.7) jsme zavedli

novou proménnou, a to «(¢). Tu jsme piidali k dosavadnim zobecnénym

soufadnicim ¢;. Lagrangeova rovnice pfislusna této nové proménné je

(Z 86]1 ] (25.8)

A protoze OL/dq, = p, znamena zobecnénou hybnost, dava vztah

(25.8) znadmy zdkon zachovani energie ve tvaru [srovnej s rovnici (9.24)]

Zn:piq[ — L = H =konst. (25.9)

i=l1

Tento zédkon neni néjakou novou rovnici, kterou bychom musili ptida-
vat k Lagrangeovym rovnicim. Je to jedna z téchto rovnic, jez je disledkem
transformace, kterou zavedla Noetherova a ktera ponechava akcni integral
beze zmény. Studiu takovych transformaci vénovala Noetherova svou praci
[NOETHEROVA (1918)].

Jako dalsi ptiklad uvazime disledek infinitesimalni translace télesa.
Ptredpokladejme, ze plati tfeti Newtontiv zakon akce a reakce, takze poten-
cialni energie zavisi na rozdilech kartézskych souradnic
z,—z,), i=12,., N. (25.10)

Jde o soustavu, na kterou neptisobi vnéjsi sily. Zavedeme transformaci

V=V —x,Y =Y

X, =X +a,
Y=V +p, (25.11)
zZ,=Z2,+7y.

Tato transformace zfejm¢ Lagrangeovu funkci L nezméni. Infinitesi-
malni konstanty o az y opét zobecnime na funkce Casu, a dostaneme tak tii
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nové stupné volnosti pro nasi variac¢ni ulohu. Tyto stupné volnosti nevstou-
pi do potencialni energie, ale vstoupi do kinetické energie. Dostaneme totiz

N N . . . .
T=5§}m@f+ﬁ+¢h=%§}mk&+df+(ﬁ+ﬂf+wz+7f}
i=1 i=1

(25.12)
Vyraz v hranaté zavorce rozepiSeme a zanedbame kvadraty infinitesi-
malnich veli¢in. Vysledek dosadime do akéniho integralu a upravime na

tvar
o) Lo Iy N . . X
A=[(T-V)dt = Lde+ [ Y m (g +5,5+27)dt. (25.13)
t f 4 =1
Lagrangeovy rovnice ptisluSné novym stupiitim volnosti a az y po inte-
graci daji
N
Zmixi =Cp,
i=1
N
D my, =c,, (25.14)
i=l

N

Smz =c,

i=1

Je totiz fc[ =X, —a =X, nebot’ ¢ je infinitesimalni veli¢ina. Na pra-
vych strandch jsou integracni konstanty. Tyto rovnice vyjadiuji zndmy zd-
kon zachovani hybnosti.

Jako posledni ptiklad uvedeme Lagrangeovu funkci, kterd je invariant-
ni vzhledem k rotaci. Budeme uvazovat mechanicky systém, v kterém pi-
sobi pouze centrélni sily, tj. v kterém potencidlni energie zavisi pouze na
relativni vzdalenosti ¢astic

rik:\/(xi_xk)2+(yi_yk)2+(zi_Zk)2 . (25.15)

V tomto ptipadé ponechdvaji infinitesimalni translace i rotace soutad-

nicového systému beze zmény potencialni i kinetickou energii. Opét tedy
mame ptipad vhodny pro aplikaci principu Noetherové. Pro stru¢nost pou-
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zijeme vektorové symboliky. Znamena-li Q vektor infinitesimalni rotace,
bude transformace soufadnic popsana rovnici
r=r'+Qxr’. (25.16)
Bude-li nyni vektor € funkci ¢asu, nezméni se vyraz pro potencialni
energii (do kterého tento vektor nevstoupi), ale zmeéni se vyraz pro kinetic-
kou energii. Bude

N

_1 -2

T= 2Z:miri
i=1

N N 5 N
1 ./ - /N2 1 ./ ~ .
72 m, (X, +Qxr/) _32 m;x, +QE m, (r, XI,).
i=1 i=1

i=1
(25.17)

Ptidanim vektoru Q jsme ptidali tfi nové stupné volnosti. Lagrangeovy
rovnice spojené s témito stupni daji vektorovou rovnici

imi (r, xr,) = i(ri xm,v,) = celkovy moment hybnosti = konst.

i=l i=l
(25.18)

Dostali jsme tedy zdkon zachovani celkového momentu hybnosti opét
jako dutsledek transformace (25.16). Plati pro jakykoli mechanicky systém
podrobeny pusobnosti centrdlnich sil, napfiklad pro slune¢ni soustavu.
Aplikace tohoto zdkona dava znamy Keplertv zdkon o plochach opsanych
pravodicem.

Princip Noetherové lze aplikovat i na Maxwellovy rovnice, z nichz lze
odvodit zékon zachovani energie v bezziidlovém elektromagnetickém poli,
nebo na Schrodingerovu rovnici, coZ vede k zdkonu zachovéni pravdépo-
dobnosti vyskytu elektrického ndboje [LANCZOS (1970)].

Obecné lze fici, ze princip Noetherové mizeme aplikovat na jakykoli
variacni problém, v némz zavedeme transformaci s infinitesimalnim para-
metrem a, ktery se v Lagrangeové funkci rusi. U¢inime-li z tohoto parame-
tru novou (pfidanou) proménnou, pak Eulerova-Lagrangeova rovnice spo-
jena s touto proménnou ma vzdy tvar

6—'DeriVA:O, (25.19)
Ot
v niz p je hustota a A4 tok pfislusné veliCiny, kterd ma fyzikalni vyznam.

Rovnice (25.19) je pak zakonem zachovani této veliCiny.
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Véty o reciprocité jako mocny nastroj
analyzy

Mezi véty o reciprocité¢ (o vzdjemnosti) fadime véty Maxwellovy, vétu
Bettiho a z ni odvozenou identitu Somiglianovu. Maxwellovy veéty se tykaji
pti¢inkovych ciniteld a byly publikovany roku 1864. Najdeme je snad
v kazdé ucebnici pruznosti a pevnosti, popt. nauky o kmitdni. Mnohem
obecnéjsi véta Bettiho pochéazi z roku 1872 a byva citovana jen ziidka. Po-
sledni z jmenovanych, identita Somiglianova, byla formulovéana roku 1886.
Najdeme ji uz jen ve specialni literatufe tykajici se metody okrajovych
(hrani¢nich) integralt resp. prvkd, kde se Casto cituje, avSak bez odvozeni
a nalezitého vysvétleni. V dob€ svého vzniku byla povazovana za matema-
tickou hti¢ku a upadla nadlouho v zapomnéni. Teprve mnohem pozd¢ji v ni
matematikové nasli uziteCny nastroj pro odvozeni citovanych metod
v oboru linearni elasticity.

V této praci se vénujeme formulaci uvedenych vét v jejich chronolo-
gickém poftadi, a také predpokladiim, za nichz plati, a jejich vyznam ozfej-
mime na nékolika ptikladech. Pfedtim se vsak jest¢ zminime o vete Clapey-
ronove. U idealné elastického télesa se deformacni prace staticky piisobi-
cich vngjsich sil a momenti uklada v télese jako energie napjatosti. Staticky
pusobici sily a momenty rostou do konecné velikosti tak pomalu, Ze veske-
ra zrychleni pohybu zplisobend deformaci jsou zanedbatelnd. Potom vy-
sledna energie napjatosti zavisi na kone¢n¢ velikosti zatézujicich sil a mo-
mentl bez zretele k poradi, jak byly prikladany. Pracovni ptinosy jednotli-
vych zatézujicich veliCin se jednoduse superponuji. Na zékladé tohoto po-
znatku Clapeyron dokazal, ze pro linearné elasticky materidl je hustota
energie napjatosti homogenni kvadratickou funkci slozek tenzoru napjatos-
ti, resp. tenzoru deformaci.
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Véty Maxwellovy a véta Bettiho

Pro linearné elasticky prut nebo rdm zatizeny soustavou osamélych sil,
resp. momentli, definujme soustavu pti¢inkovych €initell mezi jejich pliso-
bisti takto:

ajj je posuv v misté i vznikly piisobenim jednotkové sily v misté j,

B znaci posuv v mist¢ i vznikly plsobenim jednotkového momentu
v misté j,

v je thel otoceni v mist¢ i vznikly plisobenim jednotkové sily v misté j,

o;7 Je uhel otoCeni v misté i vznikly pisobenim jednotkového momentu
v misté ;.

Vektorové piimky téchto posuvi, resp. uhli, se shoduji s vektorovymi
piimkami sil, resp. momentti, v témze misté¢. Pokud tomu tak neni, plati
Mawellovy véty jen pro vektorové slozky posuvi, resp. thll, spadajici do
vektorové piimky sil, resp. momentd, v daném misté. S pouzitim téchto
pti¢inkovych Ciniteld 1ze snadno fesit mnohé bézné ulohy inzenyrské praxe.

Chceme naptiklad vypocitat reakce ve vnitini podpéte nosniku podle
obr. 26.1.

L
S

Obr. 26.1

Vypocteme ji z deformacni podminky, podle které musi byt prihyb
v této podpéie nulovy:

w,=a, F+p,,M—-a,,R=0. (26.1)

Odtud muzeme reakci R vypocitat. Vyjde R=(a, F+ [, M)/a,,.
Pti¢inkové Cinitele je tfeba ovSem znat. Jejich tabulku pro nosniky
s riznymi okrajovymi podminkami najdeme naptiklad v knize KOZESNIK
(1958). K jejich odvozeni bychom pottebovali v daném piipad¢ tiikrat fesit
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priahyb nosniku pro jednotkova zatizeni postupné v mistech 1 az 3. Tuto
praci nam muze uspofit znalost Maxwellovych vét, podle kterych
i = i Pig=Vji» 0= Ojis V8K iy # By, ¥y # Y i (26.2)
Potom vSechny pfi¢inkové Cinitele potiebné v rovnici (26.1) mizeme
odecist zjediné prihybovky vySetiené pro nosnik zatizeny jednotkovou
silou v misté 2 podle obr. 26.2.
R=1

A y32
a1 022
A 1 2 3 A
Obr. 26.2

Zavedeme-li zobecnéné posuvy ¢; a zobecnéné sily Q; podle definic
uvedenych v kap. 9, nebudeme musit rozliSovat, zda jde o posuv ¢i o uhel,
resp. o silu ¢i moment, takze misto (26.1) dostaneme

q, =a,Q, +a,,0; +a,,0, =0, (26.3)

kde O, =F, O, =— R, O3 = M. Misto tfi vztahli (26.2) dostaneme jedi-
ny, a to a; = a;. V tomto piipadé se vSak indexy vztahuji k zobecnénym
veli¢indm bez ohledu na misto, takze a;; znaci i-ty zobecnény posuv vyvo-

lany j-tou jednotkovou zobecnénou silou. KdyZ rovnici ¢, = Zn:aiin zapi-
j=1

Seme v maticovém tvaru, tedy q = AQ, pozndme v matici A pfi¢inkovych

Ciniteld (v zobecnénych souradnicich) znamou matici poddajnosti.

Jak jeste ukazeme, Maxwellovy véty jsou pfimym disledkem obecnéj-
§i véty Bettiho a daji se touto vétou plnohodnotné nahradit. Obé veéty plati
jen tehdy, plati-li zakon superpozice (viz kap. 10).

Piedstavme si pruzinu s nelinearni charakteristikou, jejiz prodlouZeni y
zavisi na zatézujici sile F podle vztahu y =kF". Budeme ji zatéZzovat dvé-
ma silami F, F,, pficemz F; < F, . Nejprve piiloZzime silu F, a tim vyko-
name praci rovnou plose OAD v pracovnim diagramu na obr. 26.3 vlevo.
Potom pfidame silu F,. Ta zplsobi prodlouzeni pruziny o DC, na némz
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prvni sila vykona praci danou obdélnikem ABCD; ta byva nékdy v litera-
tufe nazyvana praci dopliikovou. Sama druhd sila vykona praci rovnou plo-
Se DCE.

Fa F a
A E A K
F i
zv x ] "
A D C F2
Fi
\ 4 > v >
Ol A Bl y O F Gl y
Obr. 26.3

Obratme nyni potadi zatéZzovani (obr. 26.3 vpravo). Prace sily F, je
déana plochou OFJ, pfiloZzenim dalsi sily /' se vykona doplitkova prace dana
obdélnikem FGHJ, zatimco vlastni pfinos prace F; je dan plochou JHK.
Vyslednd prace dana celkovou plochou OBE (obr. 26.3 vlevo) resp. OGK
(obr. 26.3 vpravo) je podle Clapeyronovy véty stejnd. Je vSak ziejmé, Ze
dil¢i plochy stejné nejsou. Napiiklad dopliikova prace na obr. 26.3 vlevo

vyjde

Prace ABCD =[k(F, +F,)" —kF"|F,, (26.4)
kdezto taz prace podle obr. 26.3 vpravo je

Prace FGHI =[k(F, + F,)" —kF}'F, . (26.5)

Thned je ziejmé, ze ob¢ tyto prace mohou byt stejné (pfi nestejnych si-
lach F, F») pouze kdyz n = 1, tj. kdyZ plati Hooketiv zakon a princip su-
perpozice. A pravé rovnost dopliikovych praci je predpokladem véty Betti-
ho. Tato véta tedy plati jen pro linedrni elasticitu a jen tehdy, plati-li zakon
superpozice.

Plsobici zobecnéné sily Q,, O,,...,0, rozdélime do dvou skupin, které
oznacime fimskymi Cislicemi:

1..0,,0,,....0,, I...0,.,....0,.
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Ptilozime-li nejprve vSechny sily prvé skupiny, vykona se prace 4.
Pak pfiloZime sily druhé skupiny. Na deformacich touto skupinou vyvola-

nych vykonaji sily prvni skupiny doplitkovou praci 4, a sama druha sku-
pina vykona praci A4, . Pfehodime-li pofadi, ziistanou prace 4, Ay,

stejné, zatimco doplitkova prace sil druhé skupiny na deformacich ptisobe-
nych silami prvni skupiny bude A ;. Protoze vysledna prace musi zlstat

stejna, musi platit rovnost doplitkovych praci
AI,II = AH,I . (26.6)

Tato rovnice je matematickym vyjadienim véty Bettiho: prace sil sku-
piny prvé vykonana na deformacich zplsobenych silami skupiny druhé se
rovna praci sil skupiny druhé vykonané na deformacich zpisobenych silami
skupiny prve.

Rekli jsme, Ze Maxwellovy véty jsou piimym disledkem véty Bettiho.
To miizeme ukazat na piikladu nosniku z obr. 26.1. Do prvé skupiny zahr-
neme veli€iny F, M a do druhé reakci R. Podle Bettiho véty musi byt

(—R)(ay F+ fy;M)=F(-Ray,)+ M(—Ry,). (26.7)
Protoze tento vztah musi platit pro jakékoli sily F, M, musi byt

Oy =y, B =75-

To jsou prvni dvé Maxwellovy véty vyjadiené rovnici (26.2). Treti
z téchto vét bychom dostali stejnym zplisobem, kdybychom k zatézujicim

.....

1
a

€ ylF
Y

v

R
3

Obr. 26.4
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Vyhodou Bettiho véty je, ze se netyka jen deformaci pocitanych z osa-
melych sil a momenti pomoci pfi¢inkovych Cinitell, ale ze je mozné ji
aplikovat na zatiZzeni jakymikoli zobecnénymi silami.

Jako dalsi piiklad uvedeme tenkou kruhovou desku, na obvodé vetknu-
tou, zatizenou excentricky pusobici silou F (obr. 26.4 nahote, podpéru
s reakci R dole neuvazujeme). Pro jeji prihyb ddva znamd Kirchhoffova
teorie vzorec ve tvaru

w(r,@)=F f(r,p). (26.8)

Vysetteni funkce f polarnich soufadnic 7, ¢ je slozitd a pracna tuloha,
analyticky feSitelna pouze uzitim dvojitych nekone¢nych fad.

Ptfedstavme si nyni, Ze bychom tuto desku uprostfed podepteli nepod-
dajnou podpérou. Chceme-li urcit reakci R v této podpefe, musime jesté
vyftesit rotacné symetrickou ulohu o desce zatizené pouze reakci R podle
obr. 26.4 dole, coz je relativné snadné. Vyjde

PSSl PN WY A S
w(r)= R161ID[1 (aj +2(aj lna:l Rg(r). (26.9)

Symbol D zna¢i ohybovou tuhost desky. Reakci pak vypocteme
z deformacni podminky w(0,¢)+w(0)=0, a tedy Ff(0,¢p) = Rg(0). Vyjde

R=F /0.9) . (26.10)

g(0)

Zname-li vétu Bettiho, miizeme si feSeni (26.8) usetfit (nepotiebujeme
je znat). Musi totiZ platit vztah

F.Rg(c)=R.Ff(0,p). (26.11)

Dosadime-li (po zkraceni sou¢inem RF) z rovnice (26.11) do (26.10),
dostaneme nakonec

R=F89 _ F{l - (Ej T 2(5] ln(ﬁﬂ : (26.12)
2(0) a a a

Je-li ¢ = 0, zachyti se sila F' pouze podpérou, takze bude v souladu se

vzorcem (26.12) R = F. Pro ¢ = a musi vyjit R = 0.
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Je zieymé, ze vyraz g(c), resp. g(0), ma vyznam Maxwellova pticinko-
vého Cinitele agp, resp. agg. Povazujeme-li vzdéalenost ¢ za proménnou, bu-
de vyraz v hranaté zavorce v rovnici (26.12) piedstavovat tzv. pficinkovou
funkci. Vyneseme-li ji nad desku jako soufadnici z, dostaneme pticinkovou
plochu. Ta mé rovnici z(r)=g(r)/ g(0). Pti¢inkova plocha je rotacné sy-
metricka.

Posledni ptiklad se bude tykat homogenniho izotropniho elastického
télesa libovolného tvaru, které sevieme do svéraku. Ptame se, jaka tim
vznikne zména objemu télesa. Sily F pfenasSené ze sveéraku jsou stejné velké
a opacné¢ho sméru (obr. 26.5). Vzdalenost jejich ptsobist’ je /. Hledanou
zménu objemu oznacime AV.

Obr. 26.5

Abychom ulohu vyfesili, pfipojime na povrchu télesa konstantni tlak p.
Ten vyvola v télese homogenni napjatost, v nizZ v§echna napéti jsou hlavni
arovna (- p). Uéinkem této napjatosti se délka / zkrati o hodnotu ¢. Podle
Hookeova zédkona bude

o=(pl/EY1-2u). (26.13)

Zde E je Younglv modul pruznosti a u Poissonovo ¢islo. Na zobecné-
né sily F, p nyni aplikujeme vétu Bettiho:

(—=p)AV =F9 . (26.14)

Z poslednich dvou rovnic vyjde hledand zména objemu:

AV:—%I(I—2y). (26.15)
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Zaporné znaménko na pravé strané posledni rovnice znamena, Ze se
objem V télesa pisobenim sily F' zmensi. Protoze jde o téleso zcela obecné-
ho tvaru, je zfejmé, Ze tento vzorec v uzavieném tvaru nemuzeme dostat
z4ddnou jinou metodou. Tento piiklad dokladd neobyCejnou plisobnost
Bettiho véty, kterd je v uCebnich textech Casto podcenovana.

Identita Somiglianova

Definujme linearné elastické homogenni téleso zaujimajici oblast Q2 s hra-
nici I'. Je zatiZzeno tak, Ze v ném vznika napjatost popsand tenzorem napja-
tosti oy, tenzor deformaci je ¢, posuvy u;, zaté¢Zujici povrchové trakéni vek-
tory (vektory napéti) # a objemové sily b; (i, j = 1, 2, 3). Stejné téleso mu-
Zeme alternativné zatizit také jinak. Abychom oba ptipady odlisili, zavede-

me veliiny oznaéené hvézdi¢kou. Budeme tedy mit oblast Q°, hranici I,

i posuvy u; , trakéni vektory ¢, a objemové sily

deformaci &

napjatost o o

b . Pouzijeme Einsteinovo sou¢tové pravidlo (podle dvakrat opakovanych

indext se s¢ita od 1 do 3).
Snadno dokaZeme platnost identity

[oed0=]e,07d0. (26.16)
Q Q

Staci totiz dosadit z Hookeova zakona o, =C

g€ g (Obdobny vztah plati
1 pro tenzory s hvézdickou, ptficemz elastické moduly Cj,, ziistavaji stejné)
a vyuzit zndmé symetrie v indexech (lze zaménit indexy v kazdé dvojici
a u elastickych modulll také ob¢ dvojice). Dale mlizeme napiiklad druhy
integrand v posledni rovnici rozepsat takto:
€40 =5, +Uy VO =FU; O +3U O =U, O = U, O
(26.17)
Index za carkou znamend parcidlni derivaci, takZe napf.

u;, =0u, / Ox, . Vyraz (26.17) dosadime na pravou stranu rovnice (26.16)

a integrujeme per partes. Vyjde
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[u,05d2=[u,opndlr - [u,0},dQ. (26.18)
Q r Q

Z matematické teorie pruznosti je zndmo, Ze diferencidlni rovnice rov-
novahy umoziuje zavést do posledniho integrdlu objemové sily, nebot

0« =—b; . Kromé toho plati, Ze oy;n, =t;. Obdobn¢ upravime v rovnici
(26.16) 1 prvni integral. Nakonec dostaneme

[byu,d@+ [tu,dl" = [bu;dQ+ [ tu;dr . (26.19)

Q r Q r

V této rovnici poznavame znamou vétu Bettiho. Zdanlivé jsme
k tomuto odvozeni nepotiebovali vyjadiovat rovnost doplitkovych praci. Ve
skutecnosti jsme vyuZzili symetrie v indexech modult pruZznosti, kterd se
podle Greena odvozuje z tivah o energii, coz je analogicky postup.

V rovnici (26.19) patii symboly bez hvézdicek k vySetfovanému pro-
blému, kdeZto symboly s hvézdic¢kami jsou doplitkem, ktery jsme si vymys-
leli zatim libovoln€. Pro obé& pole vSak plati zékladni zékony teorie elastici-

ty, takZe naptiklad posuvy u; musi vyhovovat Navierové rovnici

* G * *
Guj,kk +muk’,g. = —b. . (2620)

J

Nyni se rozhodneme, Ze za tyto posuvy v misté¢ daném vektorem x zvo-
lime ty, které vyvold osaméla jednotkova sila o sloZkéach e; plsobici ve

sméru osy i v misté & Oznacime je u; =u;(&,x). Podle (26.20) pak bude

. G .
Gty 4 (8, %)+ ———u; ;(6,%) = —AE,X)e,. (26.21)
1-2u

Symbolem A(E,x) jsme oznacili Diracovu funkci delta, kterd ma tyto

vlastnosti:
A€, x)=0 pro & # X,
AEX)=0  prog=x,

[20AE0dRx) = 2(®).

Symbolem e; jsme oznacili slozky vektoru, ktery ma — je-li zapsan
v maticové formé& — v i-tém fadku jednicku, jinak nuly. Do vztahu (26.19)
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tedy dosadime u; =u e,. To jsou vSechny slozky posuvii vyvolanych jed-
notkovym vektorem b, plsobicim v bod€ & ve sméru i-té soufadnicové

* v W o O W . W 4
osy. Protoze z téchto posuvli miizeme odvodit tenzor pomérnych deforma-
ci a pomoci Hookeova zakona i tenzor napéti, z ného pak i trakcni vektor na

povrchu I, bude téZ platit, Ze ¢; =1_e,. Tyto vyrazy nyni dosadime do rov-
nice (26.19). Protoze

[bju,d@ = [b7u,dQ = [ A, )y, (X)e,d2(x) = u, ©)e;, (26.22)

Q Q Q

vyjde nakonec

1,(8) = [u; (&,30¢, (I () = [ 15 &%), ()T (x) + [} € %)b, (x)d2(x).

(26.23)

Cinitel e;, ktery se v rovnici (26.23) vyskytoval u kazdého &lenu a pou-
ze vybiral z kazdého tohoto ¢lenu — vektoru — prave i-ty fadek, jsme ,,zkra-
tili“. Pfesnéji feCeno, tento vektor se vzhledem k své struktuie po vynaso-
beni ve vysledku neobjevuje. Rozumi se samo sebou, Ze vztah (26.23)
predstavuje soustavu tii rovnic (pro i = 1, 2, 3).

Rovnice (26.23) je slavna Somiglianova identita. Hvézdickou oznacena
pole zname, protoze jsme je zvolili. Posledni (objemovy) integral mizeme
vypocitat, protoze zname cely integrand. Také prvni a druhy integral mi-
zeme ve dvou krocich vypocitat, protoze posuvy u; a trakéni vektory ¢ na
povrchu po ¢astech zname (to jsou okrajové podminky). Zbyvajici neznamé
hodnoty téchto veli¢in na povrchu dostaneme vyfeSenim integralni rovnice
na hranici I, kterou dostaneme, kdyz v rovnici (26.23) ptejdeme k limité
§—>X, Xc[I'.Po vyfeSeni této rovnice dostaneme ze vztahu (26.23) na-

konec i posuvy u; uvnitf télesa. To je zédklad metody okrajovych integrald,
kterou lze upravit zavedenim okrajovych elementii pro numericka feseni.
Jeji podstatna vyhoda je, ze se feSeni prevadi z defini¢ni oblasti 2 na jeji
hranici I". To je pfi numerickém feSeni méné narocné na potiebny pocet

" Vektor b ma slozky b;, Soubor téchto tii slozek vektor uréuje, takze symbol b; rovnéz
nazyvame ,,vektor”. Stejné zvyklosti uzivame i u tenzoru.
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stupnil volnosti, ale tato vyhoda je vykoupena vétSi matematickou naroc-
nosti ulohy.

Dosud jsme se nezminili o tom, jaké zvolime pro posuvy u; okrajové

podminky na hranici I"". Aby se feSeni zjednodusilo, vyuZijeme toho, Ze
hranice I"* nemusi byt totozna s hranici /. Mlzeme ji posunout do neko-
necna a zvolit tam nulové okrajové podminky. To znamend, ze funkce u;
bude fundamentalnim resenim Navierovy diferencidlni rovnice (26.20)
(Kelvinova tuloha). Okrajové integraly v rovnici (26.23) budou definovany
na hranici I stejné jako diive. To znamend, Ze znekonecného télesa
(Q"+TI") uvolnime téleso (Q+1") a vypoéteme hvézdickou oznacené

7»t; nahranici I". Ty pak vstoupi do integralt v rovnici (26.23).

hodnoty u
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O trech zpusobech vykladu Gaussovy
integracni formule

Vynikajici filosof, matematik a fyzik, profesor PhDr. Emanuel Herolt, ktery
paméti, fikal, ze tyto predméty nejsou od toho, aby n¢koho naucily stavét
praseci chlivek. Jsou tu proto, aby nds naucily pfesn¢ myslet a prfesné¢ mluvit.
Na to se v soucasné dobé, zda se, neklade dostatecny diiraz. Matematika ma
pro studenty mnohem $ir$i vyznam, nez se jevi t¢ém, kdo se domnivaji, ze jde
jen o to, naucit se par vzoreckl. Je dilezitd pro rozvoj racionalniho mysleni,
a to 1 u téch, ktefi se nestanou profesionalnimi matematiky. Matematika neni
oblibena, zda se dokonce, Ze mnohdy neni oblibend ani u téch, ktefi ji uci. Na
,neoblibenosti* matematiky se podle autorova nazoru podepsala feminizace
ucitelskych sbort a také to, ze vyuka matematiky byla na zédkladnim a stfed-
nim stupni $kolstvi v druhé polovin€ minulého stoleti svazana osnovami ¢as-
to nepiimerené naroénymi veéku zaku ¢i studentil, coZ napravovaly instrukce
a Skoleni ucitelii a stiedoskolskych profesorti poradané ministerstvem Skol-
stvi, mladeze a télovychovy, kam spadaly snad i cirkusy a lunaparky. Mnozi
t¢ vyuky je v memorovani vzorct a dikazi. Nedokazali ucinit z vyuky ma-
tematiky dobrodruzstvi poznani a zatizili matematiku formalismem, coz plati
na mnoha stfednich i vysokych Skolach dodnes. Matematika byla nedavno
dokonce vyfazena z povinnych maturitnich pfedmétl, coz je podle autorova
minéni chyba, kterou bude nase spole¢nost pozdéji, az se prokaze neudrzitel-
nost tohoto rozhodnuti, jen velmi obtizn¢ napravovat. Nejde o to, aby vSichni
m¢éli maturitu, ale o to, vratit maturité piivodni vyznam zkousky dospélosti.
Maturitni vysvédceni potvrzovalo schopnost tvofivého mysleni a v§eobecnou
vzde€lanost. To je bez matematiky nemozné.

Nezalezi jen na osnovach a na metod¢ vyuky, ale také — snad jesté vi-
ce — na osobnosti ucitele, na jeho schopnosti dat studentim motivaci a chut’
ke studiu, které samoziejmé vyzaduje soustavnost, soustfedénost a kazen.
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Dolozime svd odvaznéd tvrzeni piikladem ze Zzivota. Vysokéd Skola
v Liberci zalozena roku 1953, dnes$ni Technicka univerzita, ziskavala kva-
litni ucitele jen obtizn€. V matematice vSak méla §tésti. Zpocatku, byt’ krat-
ce, tam ucili tak vynikajici pedagogové jako profesoii Nozicka a Havli¢ek
(oba pozdéji pusobili na Karlové université), po nich pak docenti Alda
a Be¢var, oba pozd&jsi védedti pracovnici Matematického tGstavu CSAV
(nyni AV CR). Pfisla vak doba ,,normalizace” a do vedeni katedry se do-
stal pedagog, ktery pozadoval od studentti, aby si jeho ,,predndsky* zapiso-
vali do seSitu na sudé stranky a do pfisti lekce je opsali na stranky liché. To
byl zpiisob, jak studenty motivovat, aby se ucili matematiku.

Uvedena zkuSenost pfivedla autora k sepsani tohoto ptispévku. V ném
porovname tfi zptisoby odvozeni Gaussovy integracni formule a ponecha-
me na Ctenafich, aby se zamysleli nad tim, ktery zptisob by jim ve vyuce
matematiky nejlépe vyhovoval. Gaussiiv vzorec jsme vybrali proto, Ze ma
velky vyznam napiiklad pro metodu konecnych prvki, coz je moderni vy-
pocetni prostiedek pro vSechna odvétvi mechaniky. Pfipominame, Ze v roce
2007 uplynulo praveé 230 let od narozeni tohoto matematického velikana.

1. Daraz na rigoréznost

Ucebnice numerické matematiky [RALSTON (1973)] byla v sedmdesatych
letech minulého stoleti oblibena mezi matematiky i inZzenyry. Vyklad nume-
rické integrace za¢ind definici operatoru numerické kvadratury ve tvaru’

@)= 10) - f@+ 3> 4,1 (a,). @7.1)

j=1i=l

Za f(x) dosadime funkci f g(x)dx a dostaneme

Lf)]= { | g(x)dx} j g+ Y Y 48 @) (@72)

j=11i=1

" Pokud &tenat nepozna vyznam pouzitych symbolii z kontextu, najde jej v jinych
kapitolach citované ucebnice.
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Rovnice pro kvadraturu pak bude

[ g(x)dx + if‘ﬁ, g (a,) = E. (27.3)

j=1 i=l

Srovnanim poslednich dvou rovnic poznavame, aniz to autor citované
prace vysvétluje, ze operator L generuje chybu E.

Zvolime-li chybu E = 0 a feSime-li rovnici (27.3) vzhledem

k J. bg(x)dx , dostaneme aproximaci urCitého integralu funkce g(x) jako li-

nearni kombinaci hodnot funkce g(x) a jejich derivaci.” Problém numerické
integrace spociva v urceni koeficientll 4;; a bodl a;; tak, aby tato aproxima-
= 1. Tehdy do vypoctu vstupuji pouze funkéni hodnoty, a nikoli derivace.
Po nékterych zménach v oznaceni dostaneme pro tento piipad vzorec

j F(x)dx = iH_j fla,)+E. (27.4)

Predpokladejme nyni, ze meze a a b jsou ve vzorci (27.4) konecné.
Ma-li byt vzorec pfesny pro polynomy stupné nejvyse 2n — 1, miZzeme do-
stat soustavu 2x rovnic pro 2n nezndmych konstant tim, Ze dosadime f{x) =
fk=01,..,2n—1,a polozime E = 0. Dostaneme neline4rni rovnice,
které — lze-li je feSit a feSeni je redlné — nam daji uzly a koeficienty, jez
hleddme. Algebraicky piistup k naSemu problému vSak opustime a piidrzi-
me se piistupu analytického, ktery nam:

1. fekne, jsou-li koeficienty a uzly realné nebo ne, aniz je pocitame;

2. umozni uréit E v ptipad¢, ze f(x) neni polynom stupné nejvyse 2n — 1;

3. umozni ukézat, Ze soufadnice uzlovych bodl g; jsou v mnoha piipadech
koteny znamych polynomi. Jak uvidime, 1ze koeficienty snadno vypocitat,
jakmile jsou uzly zndmy.

Vychozim bodem pro analyticky postup je Hermitetv interpolacni vzorec

" Text je doslovné pievzat z Ralstonovy uéebnice. Véta by mohla byt mylng vykladana
tak, ze chyba aproximace je obecné nulova, coz je nesmysl. Z rovnosti se stane priblizna
rovnost, coz neni feceno.
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FO=Y b f @)+ X @ (@) +’(’;—ff),)f”'”(é) . @15

ktery je ptesny pro polynomy stupné nejvyse 2n — 1. Integrujeme-li (27.5)
od a do b, dostaneme

[ fo)dx = ZH S(a) +Z H.f'(a))+E, (27.6)
kde
h = FPa(x) o
Hj:;[hj(x)dx, Hj:;[hj(x)dx, E::[Wf( )(&)dx.

Protoze E je rovno nule, je-li f(x) polynom stupné nejvyse 2n — 1, pak
(27.6) bude mit tvar (27.4) se zadanymi vlastnostmi, budeme-1i moci zvolit
uzly tak, aby H ;=0,j=1,2,...,n. Tento poZadavek je nejen postacujici
podminkou k dosazeni pozadované piesnosti, ale je to 1 podminka nutna.
Abychom se o tom pfesvedCili, polozme v (27.4) f(x)=h;(x). Ma-li mit
(27.4) ta4d 2n — 1, pak H; v (27.4) musi byt totozné s koeficienty H; v (27.6).
Protoze jsme na uzly nekladli zddnd omezeni, neexistuje Zadny vzorec typu
(27.4) s tadem piesnosti 2n — 1, jestlize nelze najit takové uzly, pro néz jsou
koeficienty H ; rovny nule.

V Ralstonové uéebnici se dovime, jak podminka H ;=0 vede k za-
véru, Ze polynom p, (x) je ortogonalni k polynomiim do stupné n — 1, ze je
tedy nasobkem Legendreova polynomu, ktery ma vzdy » redlnych kotend,

a tyto kofeny jsou hledané soufadnice uzlovych bodi.” Nasleduje také od-
vozeni potfebnych koeficientll a chyby metody. To jiz nebudeme uvadeét.

" Také tento tém&f nesrozumitelny diikaz je doslova prevzat z Ralstonovy prace.
T Polynom p,(x) je totozny s polynomem F,(x) z rovnice (27.11).
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2. Duraz na snadnou srozumitelnost

Ucebnice [MATHEWS—WALKER (1965)] je ur€ena fyzikiim a klade jen
minimalni pozadavky na pfedbézné matematické znalosti. K odvozeni
Gaussova integracniho vzorce pouzijeme podle ni aproximaci ve tvaru

[fEdx e f(x)+e,f(x) + e f(x,) (27.7)

a budeme pozadovat, aby byla piesnad pro jakykoli polynom patého nebo
niz§iho stupné. To je mozné, protoze polynom patého stupné ma Sest koefi-
cientll a aproximace (27.7) ma Sest neznamych konstant c,, x,. Hodnoty ¢;
popt. x; by mohly byt tedy urceny piimo z tohoto pozadavku, ale rovnice
takto ziskané by byly obtizné feSitelné (napiiklad nelinedrni v hodnotach
x;). PouZijeme proto jakéhosi triku, abychom ziskali nejprve hodnoty x;;
zbylé hodnoty c¢; uréime pozdéji.

Jak si budeme pocinat? Uvazme nejprve polynom, jehoz kotfeny jsou x;:

gx)=(x—x)(x—x)(x—x;). (27.8)

Kdyz tento polynom pouzijeme ve vzorci (27.7), dostaneme na praveé
stran¢ nulu. Jak bylo feCeno, predpokladame, Ze naSe metoda je pfesna pro
polynomy do patého stupné, takze bude nulova i leva strana. Nulu dosta-

b
neme dokonce i pro integral J g(x)@(x)dx pro jakoukoli funkci @(x). Pro-

toze polynom g(x) je tfetiho stupn¢, musi presné platit vSechny tfi nasledu-
jici rovnice:

j.g(x)dx =0, ixg(x)dx =0, ing(x)dx =0. (27.9)

To jsou podminky ,,ortogonality*, které urcuji funkci g(x) (az na néja-
kou multiplika¢ni konstantu), a tedy i hodnoty x; Zvolime-li bez Gjmy na
obecnosti a =—1,b=+1, bude funkce g(x)pravé Legendreovym polyno-

mem £ (x). Soufadnice uzlovych bodl x; jsou proto kofeny tohoto poly-

nomu. Zobecnéni pro vice nez tii body je snadné.

183



Viéhov¢ koeficienty ¢; ve vzorci (27.7) ur¢ime podobné, tj. budeme po-
zadovat, aby metoda byla pfesna pro f(x) =1, x, x*. To dava tii rovnice

b-a=c +c,+c,,

L(b* -a*) =cx, +cyx, +03x;,

LB —a’) =cx” +e,x,” +eyxy.

(V naSem ptipadé a =-1,b=+1.) Tyto rovnice lze fesit, protoze x; uz

zZname.

3. Duraz na intuici a objevnost

Tieti zplisob odvozeni Gaussova vzorce pievezmeme z dila [LANCZOS
(1957)]. Autorem je svétoznamy teoreticky fyzik. VEtSina ctenait bude znat
nejspiSe jeho metodu vyhledavani vlastnich ¢isel a vlastnich vektorii matic;
je uvedena i v publikaci [RALSTON (1973].

b
Budeme ptedpokladat, ze jsme urcity integral I @(t)dt transformovali

1
na standardni tvar .[ +1 f(x)dx a budeme hledat aproximaci tohoto transfor-

movaného integralu. Pro funk¢ni hodnoty zvolime oznaceni f(x,)=y,.
Zvolime konecny pocet bodu (,,uzli*) n, takze bude i=1,2,...,n. Zvole-
nymi body (o jejich rozmisténi rozhodneme pozdéji) prolozime Lagrangetv
interpolacni polynom stupné (n — 1). Pfipomeneme, jak se takovy polynom
tvofi. Napiiklad pro n = 4 dostaneme tieti polynom (i = 3)

Q3(X): (x_xl)(x_xz)(x_‘x4) ) (2710)
(063 = x;)(o63 — X, )(x3 — x,)
V citateli (27.10) ,,chybi® Cinitel (x—x;)a ve jmenovateli je totéz co

v Citateli, avSak s hodnotou x3 misto x. Pro obecny stupeil n interpola¢niho
polynomu dostaneme i-ty Lagrangetv polynom ve tvaru

0/x) = 1)

s 27.11
Fi(x) x—x, @D
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kde F, (x)=(x—x)(x—x,)...(x—x,). Naptiklad pro n = 4 dostaneme
F,(x)=(x-x)(x=x,)(x—x;)(x—x,). Zvolime-li dale i = 3, d4 vzorec
(27.11) polynom (27.10). Citatel v rovnici (27.10) je pfitom F,(x) [/(x=x,),
jmenovatel F)(x,); ¢arka znaci derivaci podle x. Polynom (27.10) je nulo-

vy v prvnim, druhém a ¢tvrtém bodé¢, kdezto v tfetim bod¢ nabyva hodnoty
1. S pouzitim Kroneckerova symbolu 6, , ktery je jednotkovy pro j=k

a jinak nulovy, miiZzeme obecné psat, ze

Q;(x,)=0. (27.12)
Hledany Lagrangeiiv interpolacni polynom pak je
P (x)=y0,(x)+»,0,(x)+ - +,0,(x). (27.13)

Nahradime-li timto polynomem danou funkci y = f(x), dostaneme misto

presné hodnoty 4 integralu

A= f £ (x)dx (27.14)
jeho pfiblilinou hodnotu
A= TPM (x)dx = ; yk]le (x)dx . (27.15)
Integral ) S
W = TQk (x)dx (27.16)
5

muizeme povazovat za vahu (vahovy koeficient), kterou ptisuzujeme hodno-

té yi, takZe A dostavame jako ,,vdzeny soucet” funkénich hodnot y; ze
vztahu

A=Y wy,. (27.17)
k=1

Koeficient wy ptfitom zavisi na volbé soutadnic x; uzlovych bodi, nikoli
vSak na funkénich hodnotéch y;. Vzorec (27.17) nahrazuje hledany integral
vazenym souctem jistého poctu pofadnic (funkénich hodnot), coz je podsta-
ta kterékoli integra¢ni metody, ovSem s vyjimkou téch, které vyuzivaji i de-
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rivace funkce v uzlovych bodech. Vzorec je ptfesny pro polynomy az do
stupné n—1.

Zkoumejme, co se stane, kdyZ k mnozin¢ vybranych bodi x; (i = 1, 2,
..., n) priddme jesté¢ jeden bod x,:;, abychom zvysili pfesnost vzorce
(27.17) (bude pak piesny pro polynomy az do stupné n). Z definice je ziej-
mé, ze O,+1 je imerné F,(x). Na ptiklad pro n = 3 by bylo
0,(x) = (x —x)(x —x,))(x —x;)

(xy —x)(x, —x, )(x4 - x3)

= konst.(x —x,)(x —x,)(x — x;) = konst .F} (x).

(27.18)
Takze

+1
w,., = konst.[ £, (x)dx. (27.19)
-1

Novy bod x,+1 mizeme zvolit tak, aby se soucet (27.17) nezménil. Sta-

¢i totiz pozadovat, aby vyslo w,_, =0. Vtakovém pripadé nepotiebujeme

n+l

hodnotu y,+1 vitbec znat, nasobi se nulou. Podminka w , =0 piestavuje
jednu vazbu mezi hodnotami x,, x,,...,x,. Zvolime tedy jeSt¢ jeden bod,

Xn+2, @ dostaneme dalSi vazbu mezi soufadnicemi uzlovych bodd. Podle
(27.16) vyjde

+1 +1 +1 +1
Wiz = [, (¥)dx = konst. [ F,., (x)dx = konst. [ (x—x,.,)F, (x)dx = konst. [ xF, (x)dx.
-1 -1 -1 -1

(27.20)

+1
Pfitom jsme vyuZzili toho, Zze w,,, = konst.f F (x)dx=0.
-1

Tak postupujeme dale, az budeme mit celkem 2n uzlovych bodi,
znichz pro vypocet souctu (27.17) pottebujeme fakticky jen polovinu.
Pfesto nd$ vzorec bude nyni pfesny pro polynomy az do stupné 2n — 1.
Z podminek nulovych vah w ,, aZw,, pfitom dostaneme soustavu n rovnic

+1
jx“Fn(x)dxzo,(azo,l,...,n—l). (27.21)

-1
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Rovnicim (27.21) lIze vyhovét jen zcela urcitou volbou hodnot
X,y X,,...,X, . Tyto podminky vyzaduji, aby F (x) bylo na daném intervalu

ortogonalni (s vahou 1) k mocninam x“. Takovou vlastnost maji Legen-

dreovy polynomy. Funkce F (x) je vskutku nasobkem n-t¢ho Legendreova

polynomu, vyjadieného — odhlédneme-li od multiplikacni konstanty — jako
soucin kotfenovych ¢initelta. Podminky (27.21) budou proto platit, budou-li
soufadnice uzll x; kofeny tohoto polynomu. Zname-li kofeny, vypocteme
z rovnic (27.10) a (27.16) 1 ptislusné vahové Cinitele.

Diskuse

Prvni zpiisob odvozeni Gaussova integraéniho vzorce bude asi nejlépe vy-
hovovat matematicky erudovanym c¢tendiim. Postupuje se od obecného ke
zvlastnimu, zkouma se nejprve fesitelnost ulohy, aniz ji feSime apod. Ne-
vyhodou je, Ze pouzita symbolika neni vysvétlovana pribézné a neni uve-
dena ani v Zadném piehledu, takZe méné zb&hly Etenaf, ktery hledd pouceni
jen o dil¢im problému, si musi dopliiovat informace jinde. Aplika¢né zamég-
feny inZenyr, ktery chce znat zdklad metody, bude pravdépodobné unaven
klikatou cestou, nez se dobere hledaného poznani.

Druhy zptlisob uvitaji praveé inzenyfi, ktefi chtéji rychle a snadno po-
chopit zéklad metody. Tu znaji zpravidla jen podle ndvodi uvedenych
v ucebnicich metody kone¢nych prvki, Casto bez nalezit¢ho odvozeni. Bu-
dou pfitom Zasnout nad ,.,trikem*, kterym 1ze snadno piedem ziskat soutad-
nice uzlovych bodi. Tento trik vSak nespadl z nebe, pozorny ctendf si
vSimne souvislosti s tfetim zplisobem. Zjisti totiz, ze g(x) = F;(x).

Tteti zptisob upoutd asi nejvice Ctenare zvidavého, kterého bavi obje-
vovat $irsi souvislosti. Napad, jak podstatné zvysit piesnost vzorce (27.17),
aniz ho zménime, a to postupnym ptidavanim bodl s nulovymi vahovymi
koeficienty, je fascinujici. Pokud by byly uzlové body libovolné, byl by
integracni vzorec presny pro polynomy jen do n-tého stupné. Vzdame-li se
této libovolnosti, tj. zvolime-li uzly podle Gaussova navodu, dosdhneme
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s tymZ poctem funkcnich hodnot f{x;) pfesnosti pro polynomy az do stupné
2n — 1, tedy stejné presnosti, pro kterou bychom jinak potiebovali jesté dal-
Sich n hodnot, naptiklad prvni derivace f'(x,). To znamend, ze bychom
méli zadanu v uzlovych bodech nejen funkéni hodnotu, ale také hodnotu
smérnice tecny.

A co ty, mily ¢tenafi, kterému vykladu davas pirednost?
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Diskrétni a kontinualni modely

Zeptame-li se n¢koho, kdo je vzdélan v humanitarnich védach, co povazuje
za opak slova diskrétni, odpovi, ze indiskrétni. Zeptame-li se znalce me-
chaniky, pravdépodobné¢ alespon néktery fekne, Ze opakem je slovo spojity.
My budeme mit v tomto pfispévku na mysli praveé tento druhy ptipad. Pii
vypoctu statickych deformaci i vibraci modelujeme nékdy pravidelné struk-
tury slozené z jednotlivych konstruk¢énich prvka jako soustavy s kone¢nym
poctem stupiii volnosti, jindy je zjednodusujeme tim, Ze je nahrazujeme
spojitym hladkym modelem, ktery mé téchto stupnii nekonecny pocet. Né&-
kdy postupujeme obracen¢. Zalezi na tom, jaké vysledky sledujeme a jakou
pozadujeme jejich presnost, a ovsem také na tom, jaké vypoctové prostied-
ky mame k dispozici. Na jednoduchych ptikladech uvedeme rozdily, které
takovym postupem vznikaji.

Nejprve se budeme zabyvat feSenim podélnych vibraci v nekonecné
tenké elastické homogenni tyc¢i. Plati-li Hooketv zékon, je teorie vibraci
s malymi amplitudami linedrni a feSeni je snadné. Je uvedeno snad v kazdé
uéebnici nauky o kmitani. Sifi-li se takovou ty&i vina, neméni svijj tvar.
Rikame, Ze prostiedi je bezdisperzni. Pro numericky vypocet nahrazujeme
kontinualni ty¢ naptiklad soustavou (fet¢zcem) hmotnych bodi spojenych
pruzinami. Tyto hmoty jsou oddélené, soustava je proto diskrétni. Vykazuje
disperzi obecného tvaru viny, protoze rychlost Sifeni kazdé¢ jeji harmonické
slozky zavisi na frekvenci této slozky. Jelikoz jde o upravu fyzikalniho mo-
delu, mluvime o fyzikalni diskretizaci. Nékdy zasahujeme obdobnym zpii-
sobem do matematického modelu. Resime naptiklad deformaci pruzného
prosté podepiené¢ho nosniku, ktery méa nespocetné mnozstvi stupiiti volnos-
ti. Prihybovou ¢aru mizeme vyjadrtit tteba Fourierovou fadou a amplitudy
jednotlivych harmonickych slozek povazovat za zobecnéné soufadnice.
Téch bude rovnéz nekonecné mnoho, ale jejich mnozstvi bude spocetné.
Kdyz se spokojime jenom se slozkami nizSich fadt, budeme mit zobecné-
nych soufadnic kone¢ny pocet. Samoziejmé tim pon€kud utrpi piesnost
vypoctu. Zde vsak k odd€leni komponent konstrukce nedochazi, proto ne-
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jde o diskrétni soustavu ve fyzikalnim, ale jen v matematickém smyslu slo-
va. Jestlize vSak takovy nosnik leZi na prazcich, a ty spocivaji na pruzném
podkladu, pak jde fyzikalné o diskrétni soustavu (prazce jsou odd€lené kon-
strukéni prvky), kterou miZeme k usnadnéni vypoctu pfiblizné nahradit
spojitym pruznym podkladem. To ukdzeme na druhém ptikladu.

Netieba poznamenat, Ze ulohy z mechaniky kontinua vedou na sousta-
vy parcialnich diferencidlnich rovnic, kdezto ulohy o diskrétnich modelech
s kone¢nym poctem stupiiti volnosti se obvykle fesi s pouzitim matic. Jde-li
o pravidelné konstruk¢ni struktury, mizeme hledana feSeni nékdy vyhodné
ziskat feSenim ptislusnych diferencnich rovnic.

V svém pojednani se omezime na jednorozmérné struktury. K vypoctu
kmitani fetézct vyjdeme z linearnich nebo z linearizovanych rovnic. V ta-
kovém ptipad¢ je vyhodné pouzit komplexni proménné. Ty lze vektorové
znazomit v Gaussové roving. Napiiklad komplexni &islo z = x +iy = re'? =
=r(cosp+ising) lze znazornit vektorem r o slozkich x=rcose,

y =rsin¢@. Odtud ihned plyne vztah, ktery budeme pozdé&ji pottebovat:

N-1 y N-1 o

2nik/N _ 2nikp/ N __
ZC =0, resp. ZC =0. (28.1)
k=0

k=0

Jednotlivé s¢itance jsou totiz jednotkové vektory navzajem pootocené
o uhly 2n/N (resp. jejich p-nasobky, p je celé ¢islo), které tvoii uzavieny
polygon (jejich vyslednice je nulovd). V Gaussové roviné je rovnéz ihned
ziejmé, Ze umocnéni komplexniho ¢isla znamena nejen zménu délky pii-
slusného vektoru, ale i jeho otodeni, nebot’ z" =" (e'?)" =r"e"?, a tedy

z" =r"(cosp+ising)" =r"(cosnp+isinng). (28.2)

V této rovnici poznavame znamou Moivreovu poucku. Staci kratit vy-

razem r"nebo volit r=1.

k m k m k m k

—> —> —>
U-1 Uo U+
Obr. 28.1
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VInéni v jednorozmérném retézci
modelujicim pruznou tenkou ty¢

Na obr. 28.1 je zndzornéna soustava hmotnych bodl o stejné hmotnosti m,
spojenych linedrnimi pruzinami s tuhosti (pruzinovou konstantou) k. Rozte¢
bodi je a. Ma-li byt tato soustava modelem pruzné tenké tyce s modulem
pruznosti E, prufezem S a hustotou p, musi byt
ES
k=—o, m = pSa . (28.3)
a
Budeme ptedpokladat, ze fetézec je nekonecny; posuvy hmotnych bo-
di budou tvofit posloupnost ...u_,u,,u,,u,,.... Pohybova rovnice pro n-

tou hmotu bude
d’u,

dr’
Dosadime-li (28.3) do (28.4) a pfejdeme k limit¢ a — 0, dostaneme

m =k(u,,—2u,+u, ). (28.4)

n+l

.y ’ . .y ’ P
parcialni diferencialni rovnici
2 2
Ou Eou
A2 A2
ot" pox

platnou pro tenkou pruznou ty¢. Je to dobfe znama vlnova rovnice, jejiz

(28.5)

obecné feseni 1ze napsat v d’ Alembertové tvaru

u(x,t)= f(x—ct), (28.6)
kde ¢ je rychlost Sifeni viny (je-li kladna, postupuje vina ve sméru osy x).
Pfitom |c| = \/E/_p .

Rychlost ¢ mize vskutku nabyvat kladnych i zapornych hodnot, defi-
nujeme-li ji jako derivaci d x/d¢ . Obvykle vSak byvé definovéana jako abso-

lutni hodnota vektoru rychlosti, tedy ¢ =|c| . Pak je ovSem ¢>0, coz bu-

deme nadale predpokladat. Funkce f v tom ptipadé popisuje pouze vinu,
kterd postupuje ve sméru rostouciho x.” V daldim vykladu se omezime na

" Ctenaf si jist® v&iml, Ze na pravé strang (27.4) je druha diference posloupnosti u,.
¥ Opagné postupujici vinu by popisovala funkce g(x +ct) .
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tento piipad. Funkce f popisuje pi1 pevném ¢ tvar viny (prubéh posuvi u
v zavislosti na x). Sifi-li se ty¢i harmonicka vIna, je vyhodné napsat feseni
rovnice (28.5) pomoci komplexni funkce ve tvaru

u(x,t) = Ae™, (28.7)
kde 4 je obecné komplexni ¢islo, jehoZ absolutni hodnota je amplitudou
harmonické viny, x zna¢i vlnové ¢islo a @ uhlovou frekvenci. Fyzikalni
vyznam ma realna ¢ast. Pro rychlost ¢ Sifeni viny, délku viny L a periodu T
zifejmé plati vztahy

c=2, L==" r=2" (288

K K @

Protoze L, T jsou kladné veli¢iny, jsou kladné 1 x, w, a tedy i ¢ (ve sho-
dé¢ s pfedpokladem). Dosazenim (28.7) do (28.5) se ptesvédCime, ze rych-
lost ¢ Sifeni viny je stejna jako v rovnici (28.6). Ostatné harmonicka vina je
jenom zvlastnim ptipadem obecné viny. K disperzi nedochazi.

Vratime se k rovnici (28.4) a budeme studovat, jaky v ni miize vznik-
nout pohyb, ktery by byl periodicky vzhledem k prostorové soufadnici.
Budeme pozadovat, aby pro kazdé n a celé Cislo N platila podminka

u, v =u,. Délka viny tedy bude L = Na. Abychom se zbavili diferen¢niho

vztahu na pravé stran¢ rovnice (26.4), zavedeme nové proménné podle

vzorce, prevzatého z literatury [ROSEAU (1984)]:
1 N-1

_ 2zipk/ N
v =——Ye U, =0,1,...,N—1. 28.9
p /—Nkz_(; k P ( )

27 v
/N g se¢teme od n = 0 do

Rovnici (28.4) vyndsobime Cinitelem e
N —1. S ptihlédnutim k (28.9) dostaneme po Upraveé s pouzitim Eulerovych
vztahl vzorec
dZVp 2
tw,v, =0, (28.10)

t2

o, = 2\/z sin(%) (28.11)
m

Rovnici (28.9) mizeme snadno invertovat, nebot’

kde

192



N-1

4 1 ;
ze—Zmpn/va _ NZCanp(k—n)/Nuk —u . (28.12)
k.p

p=0
K tpravé posledniho vztahu jsme vyuzili (28.1). S¢ita-li se podle p,
vymizi v§echny soucty pii pevném k —n # 0. Zbude N stejnych scitanct u,,.
Resenim rovnice (28.10) dostaneme
iw,t
v,=4,.e", (28.13)

p
kde A4, je komplexni amplituda. KdyZ se vratime k pivodnim proménnym

podle (28.12), bude

\/_ZA expi(w,t—2mpn/N). (28.14)

Komplexni amplitudu mizeme napsat jako vektor délky ‘Ap‘ otoceny
o fazovy uhel a,, ).

2np  2mp
Na L

(28.14) ma fyzikalni vyznam jen redlnd ¢ast. S oznacenim x, = na nakonec

Ap:‘Ap je vlnové ¢islo. Z vyrazu

e'”? . Hodnota K,=

dostaneme hledané feSeni ve tvaru
1 N-1
=WZ‘AP‘COS[(Q)!J—prn)+ap]. (28.15)
p=0
Disperzni vztah, tedy zadvislost tthlové frekvence na vlnovém disle, je

. . o 1
dan rovnici (28.11). Tuto zavislost staci znazornit v intervalu % € {0, E}

(viz obr. 28.2). Hodnoty u, nemohou totiz zobrazit harmonickou slozku
fadu vyssiho nez p=N/2 (s vlnovou délkou kratsi nez 2a). Z rovnice
(28.11) je ziejmé, ze uhlova frekvence zadné harmonické slozky, ktera se
fetézcem §ifi, nemize prekro¢it hodnotu @, =2,/k/m .

Poznamka. V literatufe [BREPTA et al. (1985)] najde ctenat ponekud
jiné odvozeni. Zaroven se tam dokazuje, Ze pokud bychom se pokusili vy-

budit vlinu vyssi frekvence nez w__ , naptiklad tak, Ze bychom touto vyso-

max ?
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kou frekvenci budili jednu hmotu fetézce, podafilo by se ndm rozkmitat
hmoty jen v nejbliz§im okoli a vzruch by se dale nesifil, vlna by exponenci-
aln€ odeznéla se vzdalenosti od mista buzeni.

b

a)max

1/2
Obr. 28.2

VInéni v jednorozmérném retézci, v némz jsou interaktivni
sily odvozeny z potencialu

Opét budeme posuzovat fetézec vytvoreny stejnymi hmotami m rozdéle-
nymi po piimce s roztec¢i a. Tentokrat nebudou sériové spojeny linearnimi
pruzinami, ale budou na sebe vzajemné plisobit silami odvozenymi z poten-
cialu V=V(..&,,&,&,...) tak, Ze sila plsobici na n-tou castici je

oV . : .
F =———. Pfitom & =an+u,=x,+u,, kde u,je posuv n-t¢ hmoty

n
n

(hmotné ¢astice). Ta ma v rovnovazném stavu soufadnici x, = na . Sila pi-

sobici na tuto Castici v rovnovazném stavu musi byt nulova (Castice se ne-

pohybuje), takze 4 =0. Potencidl V' nyni rozvineme v okoli rovnovaz-
nly,

né polohy v Taylorovu fadu, v které ponechdme c¢leny pouze do druhého

fadu (coz stac¢i pro linearizovanou teorii). Protoze na konstanté nezalezi (pfi

derivaci odpadne) a prvni parcidlni derivace jsou — jak jsme praveé ukazali —

nulové, bude nakonec
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=— uu, . (28.16)
55 5§
Na potencial musime klast urcité fyzikalni pozadavky. Naptiklad bu-
deme predpokladat, ze vzajemné pisobeni dvou hmot nezavisi na ostatnich
hmotéch, takze hodnota potencidlu pro tento par bude zéaviset jen na sou-
fadnicich & , £ hmotnych ¢astic tohoto paru. Potencial bude mit proto tvar

V:%ZV,.S(;,@), r#S. (28.17)

Pisobeni 7-té hmoty na s-tou musi byt stejné jako s-té hmoty na r-tou.
Proto bude platit podminka soumérnosti

Vi(&,.8)=V,(.¢). (28.18)
Pro r # s budeme tedy mit
2 2
or | = OV, =W_ ,pticemz W_=W_, (28.19)
zatimco
2 2
AR NSRS (28.20)
s, s,

Hmotné ¢astice jsou rozdéleny rovnomérné, takze vzajemné pusobeni
zadného paru se nezméni, pricteme-li k indextim 7, s stejné celé Cislo (klad-
né nebo zaporné). Takze W, =W_=W__,=W,, . Zavedeme-li pro

r+p,s+p
vzdalenost dvou hmotnych c¢astic (r—s)aoznaceni ga, bude
W,=W,,=W, =W,. Rovnici (28.16) miZeme s timto oznacenim pfepsat
do tvaru

V== 2wu +— ZWuu W, =W,. (28.21)

r#s
Jsou-li posuvy nulové, je tento potencidl nulovy (rovnovadzny stav).
Zménime-li polohu ¢astic tak, ze je z rovnovazného stavu posuneme o real-
nou vzdalenost o, zlstane rovnovéha zachovana, takze (po zkraceni po-

sledni rovnice ¢initelem 5°/2)
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w,+ > W, =0. (28.22)

r#s

To ukazuje, Ze w, nezéavisi na r, takze tento index miizeme vynechat,
w. =w. Bude proto
wt+ D W, =w+2> W, =0. (28.23)
q,q#0 q>0
S vyuzitim vztahu (28.21) miZeme napsat pohybovou rovnici pro n-tou
castici ve tvaru

d'u, =-wu, — ZW u
dtz ! n',n'#n S
anebo s pouzitim (28.23)
d’u,
m dtz = qu(uqu +un—q —2un), kq = VVq . (2824)

q,q>0
Prava strana této rovnice ma jednoduchy fyzikalni vyznam. Ptedstavu-
je pusobeni soustavy linedrnich pruzin spojujicich n-tou ¢astici s kazdou z
ostatnich &astic. ReSeni posledni rovnice budeme piedpokladat ve tvaru

tixqa

u, = Ae'"" takze u,,, =u,e"* . Dosazenim tohoto vyrazu do (28.24)

dostaneme po Uprave disperzni vztah

ma* -43k, sin{%) 0. (28.25)

q>0
Obdobn¢ jako (28.11) ukazuje tento vztah zdvislost tthlové frekvence
na vlnovém cisle. Je-li xga <<1, mizeme funkci sinus aproximovat hodno-

tou jeho argumentu a vypocitat pro tento ptipad tthlovou frekvenci ze vzor-

ce
2
2. kg -
o=\ xu= /—K‘. (28.26)
m P

Tento vztah se shoduje s prvnim ze vztaht (28.8), jestlize vyraz pro

modul pruznosti £ :a—; v rovnicich (28.3) zménime na E =£quq2 . To
q>0
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znamena, ze fetézec miuze byt vhodnym modelem homogenni tenké tyce,
plati-li uvedena silna nerovnost. Jde-li o fetézec atoml ve mfiizce, a to jed-
nodimensionalni, pak pljde o velice tenkou tyC, spiSe vldkno (whisker).
Skutecnd jeho struktura (mikrostruktura) je ovSem atomova, a tedy diskrét-
ni, anikoli spojitd. K zajimavym zavéram dosp&jeme, omezime-li se ve
vztahu (28.25) na hodnoty ¢ <2. To znamend, ze kazdd hmotna ¢astice
bude v interakci jen se dvéma nejbliz§imi sousednimi ¢asticemi po kazdé
stran¢. Potencidl od vzdalenéjsSich ¢astic bude mit zanedbatelny ucinek. Po
rozepsani da rovnice (28.25)

ki . .xa k, ., V2 T
=2 —sin“"—+—=sin“ka | , xke|0,— . (28.27)
m 2 m a
0 T
K* T
a
Obr. 28.3

.k : A . . . :
Je-i —>1, je @ monoténné rostouci funkci ¥ a nabyva maxima
2

2\/E pro x :E. Je-1i vSak % <1, roste @ pouze v intervalu (0, K*) do
m a

2
hodnoty w(x")=2 1+£ 1/£ , pfiemz x" = larccos L , a pak
4k, )\ m a 4k,
zase klesa, jak ukazuje obr. 28.3. To znamen4, Ze se mohou v tomto ptipadé

v jistém frekvencnim intervalu fetézcem S§ifit se stejnou thlovou frekvenci
dvé viny o rtiznych vinovych ¢islech.
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Omezili jsme se na jednorozmérné fetézce. VInéni v prostorovych sou-
stavach (krystalickych mfizkach) je analyzovano naptiklad v literatuie
[ROSEAU (1984)].

Kolejnice ulozena na odpruzenych prazcich

VySetiime deformace piimé velmi dlouhé (nekonecné) kolejnice ulozené
s pravidelnou rozte¢i a na prazcich. PraZce jsou ulozeny na Winklerové
pruzném podloZi, kolejnice je zatizena nad jedinym prazcem osamélou si-
lou F, = F (obr. 28.4). Ponechame stranou moZznosti fesit tuto ulohu nume-
rickymi postupy, napiiklad metodou konec¢nych prvkl, protoze uloha je
jednoducha a analytické metody vedou rychle k cili.

lF

-3 2 -1 0 1 2 3 4

Obr. 28.4

Ptenasi-li n-ty prazec reakci R, posune se do podlozi o prithyb J,. Tu-
host ¢c=R, /06, nezavisi podle Winklerovy hypotézy na prithybech ostat-
nich prazct. Kazdy prazec je podle této piedstavy uloZen na vlastni pruzing,
nezavisle na ostatnich pruzinach. Pro nosnik na pruznych podpérach plati
pétimomentova rovnice odvozena napf. v literatuie [BAZANT (1944)]"

oM, ,+pM,  +yM +PM, +oM, . ,=A,, (28.28)

n—1 n+l

kde n je celé &islo oznadujici podpéru, a=6EJ/ca’, f=a-4a,

+2F, - F

y=4a+6a, A, =aa(—F n+,). Sily F, jsou vnéjsi sily, které

n—1

pusobi na kolejnici v misté podpér. ProtoZe je zatiZzen jen prazec n = 0, bu-

de A, =0pron#0. Vzhledem k symetrii budeme fesit jen polovinu nosni-

* W r r r w7 r .
Jde o zobecnéni znamé Clapeyronovy tfimomentové rovnice.
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ku (kolejnice) x>0, takze n>2, a pak dosadime M _, = M, . Redeni dife-
ren¢ni rovnice (28.28) je obdobné k feseni diferencialni rovnice, tj. je souc-
tem obecného feSeni homogenni rovnice (pro A, =0), a feSeni partikular-
niho pro nehomogenni (Gplnou) rovnici. Pro uvedenou polovinu nosniku
(n>2) bude diferencni rovnice ziejmé homogenni. Vysta¢ime proto pouze
s feSenim homogenni rovnice, které 1ze predpokladat ve tvaru geometrické
fady

M = konst.1". (28.29)

Dosadime-li (28.29) do (28.28) s hodnotami A, =0, dostaneme reci-

n(homog)

prokou rovnici pro kvocient 4
a(ﬂf +%J+ﬂ(ﬂ+%)+7=0. (28.30)

Pouzijeme substituci A+1/1=X. Obecné vyrazy jsou nepiehledné,
a tak zvolime piiklad:

F=45000N, a=0,53 m, EJ=4,1728.10° N.m?, ¢ =6.10° N.m™. Vy-
jde a = 14,854 m, f = —58.886 m, y = 91,244 m. Kofeny rovnice (28.30)
budou

A, =14340+1.0,7483 = r;(cosp L ising), kde r, =1,6176,
¢ =10,4809rad,

A4 =0,5481+£1.0,2860 = r, (cosp tising), r, =0,6182.

Ma-li byt feSeni realné, musi byt integra¢ni konstanty komplexni. Na-
konec vyjde

M, =M, omeg = 1"(C cosng+C,sinng)+r (C,cosngp+C, sinng).

(28.31)

Protoze je r; >1, musi byt C, =0,C, =0 .*) Zbyvajici realné konstanty

C,, C, urc¢ime tak, aby byly splnény okrajové podminky v fezu x =0 (fy-

zikéalni a geometrickd). To je pon€kud zdlouhavé. Rychle vede k cili dife-

* r W r W .7 W .
S rostoucim 7z se podp&rové momenty zmensuji a v nekoneénu vymizi.
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rencialni rovnice, kterou dostaneme, kdyZ diskrétni model ulozeni kolejnice
nahradime spojitym, tj. kolejnici budeme povazovat za nosnik spocivajici
na spojitém Winklerové pruzném podkladu o ekvivalentni tuhosti
k=c/a=6.10°/0,53=1,132.10" N.m™.
Pro prihyb w(x) bude platit diferencidlni rovnice (homogenni, nebot’
na nosnik neptisobi spojité vnéjsi zatizeni)
d*w
2

EJ=Y 4 hkw=0 (28.32)

s feSenim platnym pro pravou polovinu nosniku x > 0 (integracni konstanty
jsou 4, B)

w(x) =e **(4cos S+ Bsin %), kde 9 =4/k/4EJ . (28.33)

Tato rovnice piedstavuje exponencialné ,,tlumenou* harmonickou vinu
o vlnové délce L =2n/3. Pro dané hodnoty vypocteme L = 27/0,9075 =
6,924 m.

Také rovnice (28.31) ma svou zobecnénou periodu, pokud pfipustime

inecelé hodnoty n. Vyjde n,., =27/¢ a tomu odpovida vinova délka
L' =ngma=2nal/p=6925m. Ob& hodnoty se téméf piesné shoduji, coz

znamena, ze jsme opravnéni povazovat danou kolejnici ulozenou na praz-
cich za nosnik na spojitém pruzném podkladu a pouzit rovnice (28.32) mis-
to rovnice (28.28). Dopustime se tim zanedbatelné chyby.
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O spolecném zakladu numerickych
a analytickych metod teorie pruznosti

Pruzné téleso je mechanickou soustavou s nekone¢né mnoha stupni volnos-
ti. Rovnice popisujici deformaci a napjatost takového télesa tvoii zaklad
matematické teorie pruznosti. Obsahuji parcidlni derivace posuvil a slozek
napéti a jejich presné feseni je mozné jen v jednoduchych ptipadech. Jindy
jsme odkazani na feSeni pfibliznd, pfi nichz deformaci a napjatost popisu-
jeme zpravidla pomoci pouze kone¢ného poctu nezavislych parametri.
Omezujeme tedy pocet stupiii volnosti. Pro neznamé parametry ziskdme
algebraickou soustavu rovnic. Ackoli metoda feseni algebraickych soustav
se zasadné 1isi od analytickych metod feSeni soustav parcialnich diferenci-
alnich rovnic, existuje prece spole¢ny zaklad obou téchto piistupi, o némz
chceme praveé pojednat.

Pro stru¢nost se omezime na rovinné ulohy. Typickym piikladem idea-
lizované soustavy s kone¢nym poctem stupni volnosti je prutova soustava,
jejiz pruty mohou byt namahany pouze ¢istym tahem, popt. tlakem. Pruty
jsou kloubové spojeny (bez vili a bez tfeni) v uzlovych bodech (sty¢ni-
cich). Posuvy téchto bodii predstavuji neznamé parametry u,u,,...,u,,

které sestavime do vektoru u v n-rozmérném unitarnim prostoru R". V uz-
lovych bodech pusobi rovnéz osamélé vnéjsi sily F|, F,, ..., F,, jejichz vek-
tor f spada do téhoz prostoru R”. (Matice a maticové operatory budeme zna-
¢it velkymi pismeny, vektory malymi.) Pocet prutii je m; prodlouzeni prutt
sestavime do vektoru € € R™ a sily v prutech do vektoru ¢ € R" (kladné,
jsou-li tahové). Smysl tohoto nezvyklého oznaceni vysvitne z dalSiho textu.

K oznaceni skalarniho souc¢inu pouzijeme oblych zavorek. Ve srovnani
s maticovym zapisem bude tedy napf. pro vektory u, v z prostoru R" platit:

(u,v) =(V,u)=uTV=VTu=Zn:ukvk. (29.1)

k=1

Hornim pravym indexem T jsme oznacili transpozici vektoru.
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Poznamenejme, ze za prvky vektorového unitarniho prostoru lze pova-
zovat 1 funkce. Jsou-li napt. na intervalu a < x <b definovany funkce f{x),
g(x), mizeme za jejich skalarni soucin povazovat integral

(f-8) =] f(D)gx)dx=(g. /). (29.2)

To neni nic nepfirozeného. Ostatné, staci rozde¢lit defini¢ni interval
<a, b> na n dilki a k numerické integraci pouzit obdélnikového pravidla,
abychom pro zvolenou délkovou jednotku Ax = (b—a)/n=1 dostali misto

vztahu (29.2) ptedchozi vztah (29.1). Ten by ovSem v tomto ptipad¢ platil
pfesné jen pro limn =o. Je-li f(x)=g(x), dava (29.2) ptedpis pro ctverec

normy
1A =0 = [LA T dx. (29.3)

Funkce f, g musi byt tedy integrovatelné s kvadratem. Pro prutovou
soustavu musi platit tyto vztahy:

zakon zachovani energie

(u,f) =(g,0). (29.4)

Na levé strané je dvojnasobek prace vnéjSich sil, na pravé strané dvoj-
nasobek prace vnitinich sil (dvojnasobek deformacni energie).

statické rovnice (rovnice rovnovahy)

Ao =f. (29.5)

Linearni algebraicky operator A zde vyjadiuje skutecnost, Zze vnéjsi si-
ly jsou dany linedrnimi funkcemi vnitinich sil (posuvy jsou relativné malé,
problém je lineérni).

kinematické rovnice (geometrické vztahy)

A'u=¢. (29.6)

Posuvy uzlovych bodl jednoznac¢né urcuji prodlouzeni prutd (opacné
tvrzeni obecné neplati). Vztah (29.6) je linearizovany, zanedbava se zména
sméru prutll za deformace prutové soustavy (piredpokladaji se relativné ma-
1€ posuvy).

Konstitutivni vztahy (Hookeliv zdkon)
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De=o. (29.7)

Ukéazeme, Ze operator A” v rovnici (29.6) je adjungovany k operatoru
A v rovnici (29.5). Z rovnice (29.5) dosadime na levou stranu rovnice
(29.4) a dostaneme

(g,6) = (u,Ac) = (A'u,0). (29.8)

Pouzili jsme definice adjungovaného operatoru, podle které pro vekto-
ry u, v plati (u,Av)=(A"u,Vv). Protoze slozky vektoru 6 miizeme nezavisle
volit, musi vztah mezi levou a pravou stranou (29.8) platit identicky, takze
¢=A"u. To je vSak rovnice (29.6). Dosadime-li naopak (29.6) na pravou
stranu (29.4), bude

(u,f) =(A"u,06) = (u,Ao), (29.9)
odkud plyne (29.5), nebot’ u je libovolné.

Je-li m=n, a nejde-li o vyjimkovy piipad, predstavuje (29.5) linearni
soustavu algebraickych rovnic s reguldrni ¢tvercovou matici, kterou lze
snadno fesit (c =A'f )). Je-1i v§ak m > n, je matice soustavy obdélnikova
a soustava sama neurcita; stupen statické neurcitosti je m —n. V tom pfipa-
d¢ lze feseni rovnice (29.5) napsat symbolicky ve tvaru

6 =B'f+C'x. (29.10)

Prvni ¢len na pravé strané je partikularni feSeni (jakékoli), druhy ¢len
predstavuje obecné feSeni zkracené soustavy rovnic Ae =0. Vektor x ob-
sahuje tolik nezndmych parametrt, kolik je stupni statické neurcitosti; jeho
rozmér je proto m—n. K partikularnimu feSeni tedy ptfipojujeme m—n
linearné nezéavislych soustav vlastnich pnuti, kterd mohou ve staticky neur-

Cité prutové soustavé existovat bez ptisobeni vnéjSich sil. Dosadime (29.10)
do (29.5) a dostaneme

ABf+ AC'x=1. (29.11)
Protoze vektory f, x jsou libovolné, musi byt
AB" =1, AC" =0. (29.12), (29.13)

Zde I predstavuje v maticovém zapisu jednotkovou matici, 0 nulovou
matici. Dosadime-li (29.10) do (29.4), vyjde po Upravé
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(f,u) =(f,Bg) + (x,Cs¢) . (29.14)
ProtoZe 1 tento vztah plati identicky, je

u=Beg, Ce=0. (29.15), (29.16)

Vztah (29.16) je podminkou fesitelnosti soustavy (29.6); je to soustava
rovnic kompatibility. Plati-li (29.16), je operator B inverzni k operatoru A",
coz vyplyva ze srovnani (29.6) a (29.15).

Resime-li prutovou soustavu deformacni metodou, eliminujeme vekto-
ry & 6 dosazenim z rovnice (29.6) do (29.7) a pak do (29.5). Pro nezndmy
vektor u tak dostaneme vztah

ADA'u=f. (29.17)

Je-li operator ADA" regularni, tj. nejde-li o staticky vyjimkovy pfipad,
1ze odtud vektor u vypocitat. Z rovnic (29.6) a (29.7) pak vypocteme 1 ostatni
neznamé. O stupen statické neurcitosti se pritom nepotiebujeme starat.

Pti aplikaci silové metody vychdzime z rovnice kompatibility (29.16),
kam dosadime za € z Hookeova zakona (29.7). S pouzitim (29.10) dosta-
neme vztah

CD'C'x=-CD 'Bf, (29.18)
znéhoZz muizeme vektor x nezndmych parametri vypocitat. Z rovnice
(29.10) pak vyjde o, z (29.7) dostaneme € a z (29.15) 1 vektor u.

3)
(2)
uy, F
(1)
u, F>
Obr. 29.1

Uvedeme jeden ilustrativni pfiklad. Na obr. 29.1 je zakreslena prutova
soustava s jednim stupném statické neurcitosti, slozena ze tii prutd stejného
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prufezu S, z t€hoz materidlu s modulem pruznosti £ v tahu ¢i tlaku. Délky
prutd jsou /=1 =11, =2, Ziejmé m =3, n=2. Oznacime jesté cos
s'=11\2=c.
Snadno se presvéd¢ime, ze v tomto ptipade je

. 1 0 0
A= “l. AT=AT, p=5%10 1 ol

01 ¢ )
0 0 ¢

Symbol T vyznacuje transpozici matice. Rovnice (29.17) da feSeni

u, =0,792 89F—Z—0207 llF—l
ES ES’

=-0,207 11ﬂ+ 0,792 89F—l
ES ES

Partikuldrni feSeni rovnic (29.4) mizeme zvolit o, = F,, 0, =F,, 0, =0.
Obecné feSeni je jednoparametrické, matice x ma jen jeden prvek x. Za tento
parametr zvolime silu ve tfetim prutu, takZe obecné feSeni bude o, =—cx,
o, =—cx, 0, =x.Pak

B{1 0 0}, C=[-¢ -c 1].

010
Opét B =B", C* =C". Z rovnice (29.18) vyjde

2

Xm0 —(E+F),
takze sily v prutech vyjdou

o, =0,79289F - 0,207 11F,,

o, =—0,20711F, + 0,792 89F,,

0,=0,29289 (F, + F,).

Ostatni veli¢iny miZeme jiz snadno dopocitat. Obé metody vedou
ovSem k témuz vysledku.
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Nyni ukazeme, ze stejné vztahy (29.4) az (29.18) plati 1 pro kontinuum,
piisoudime-li symbolim odpovidajici vyznamy. Ukézeme to na ptikladu
rovinné napjatosti. Pro stru¢nost zavedeme oznaceni

2 2
i:a” a—2=axx’ 0 =0, atd.,
ox Ox oxoy 7
Vi=0,+0,.

Rovinné téleso definujeme v oblasti Q s hranici 7. Pak stac¢i, abychom
v oblasti 2 definovali

T
e=le, ¢ 1,0, c=[o

X

o, 7,1
Vyraz

1 1¢ o

—(&, 0) :—Js cdQ

2 2

predstavuje deformacni energii. Dédle mame

u=[u, ul, f=0f. A1
Posledni vektor obsahuje vnéjsi objemové sily. Mé-li skalarni soucin

L1 =1J'qu dQ

2 29
predstavovat také praci vnéjsich sil, bylo by nutné sem zahrnout 1 praci po-
vrchovych sil (pokud néjaké akéni povrchové sily na téleso plsobi). Této
komplikaci se miizeme vyhnout, pfedstavime-li si povrchové sily jako ob-
jemoveé, které plisobi v tenké povrchové vrstvé, jejiz limitni tloustka bude
nakonec nulova.

Pro operatory nyni dostaneme

ac| % 0 o A =-A"
1o -a, -4,/ S
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sl 10
001—_,u

2
Zde pu je Poissonovo Cislo.

Skutecné, rovnice (29.5) dava po rozepsani diferencialni rovnice rov-

novahy
LA
ox oy
do, Ot,
o ox
Z rovnice (29.6) vyjdou Cauchyho vztahy
ou ou ou ou
x:€x’ _y:gy’ —+ y:yxv'
ox oy oy  Ox ’

Vztah (29.16) d4 zndmou rovnici kompatibility
O’e, N de, 0%,
oy ox® oxdy

Zvolime-li za x nezndmou funkci F(x, y), pak pro obecnou napjatost

=0.

v kontinuu bez plsobeni objemovych sil dostaneme podle rovnice (29.10)
pro f=0
c=C'x,
coZ po rozepsani dava
o 0

x »y
o, 1=| 0u [(F(x. 1)}
7, —8)0,

Ve funkci F(x, y) pozndvame znamou Airyho funkci napéti. Vztah
(29.13) je identicky splnén. V rovnici (29.18) médme na pravé strané nulu,
nebot” objemové sily neplisobi. Pak CD'C'x=0, coZ po roznasobeni
a kraceni dava
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2 2y72
(0, +0,)F=VV’F=0

(Airyho funkce je bipotencidlni). Rovnice (29.11) dava zaroven navod, jak
aplikovat Airyho funkci napéti i v pfipadé, Ze na téleso plisobi znamé ob-
partikularni, které se bude lisit ptipad od ptipadu. Obecnou cast feseni je
tieba urcit s prihlédnutim k okrajovym podminkam. Kone¢n¢ vztah (29.17)
dava po Upravé Lamého rovnice pro posuvy. S oznacenim G = E/2(1 + u)

vyjde obecné (i pro nenulové objemoveé sily)

Vu, + 1+,u(62ux + azuyJ:_i

T 1—u| ot axoy G
& 2
G TR R] [T
1—ul\ oy Oyox G

Na ptikladu rovinné prutové soustavy a spojitého pruzného télesa ve
stavu rovinné napjatosti jsme ukdzali souvislost mezi feSenim soustavy
s koneénym poctem stupiili volnosti a feSenim kontinua s nekone¢né¢ mnoha
témito stupni. Numerické 1 analytické metody feSeni uloh ze statiky pruz-
nych téles lze tak posuzovat z jednoho pohledu.
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Elasticka stabilita z hlediska statiky
a dynamiky

Matematicky model vzpéry

Tradi¢ni rozdéleni mechaniky tuhé faze na statiku, kinematiku a dynamiku
(a také rozliSeni mechaniky tuhych a poddajnych téles) miize vytésiovat na
okraj zdjmu nékteré problémy, které se ztohoto rozdéleni vymykaji. To
ukdzeme na jednom piikladu, u né¢hoz je nutné i k feSeni statické tllohy po-
uzit zékoni dynamiky.

Budeme fesit piipad vzpery na jednom konci vetknuté a na druhém za-
tizené tlakovou silou konstantni velikosti. Abychom vyklad co nejvice
zjednodusili, nahradime prizmatickou vzpéru nékolika tuhymi pruty spoje-
nymi pruznymi klouby. Pruty budou mit stejnou délku ~2=17/n a hmotnost
m=M /n , kde [ je délka a M hmotnost celé vzpéry, n je pocet pruti. Na
obr. 30.1 bylo zvoleno n = 3. Deformace vzpéry na obr. 30.1a je popsdna
funkci v =v(x) posuvi strednice, kdezto deformace modelu vzpéry na obr.

30.1b je popséna uhly ¢,,¢,,...,¢, . Tyto Ghly budeme povazovat za zo-

becnéné soufadnice.
A A
X lF X lF
A A
h @3
, k
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Tento diskretizovany model je podrobné popsan v praci [OKROUHLIK,
HOSCHL (1990)]. Tam se také dokazuje, Ze pruzinova konstanta kloubt
nemuze byt stejnd ani u modelu prizmatické vzpéry. Tuhost kloubu v misté
vetknuti musi byt u této vzpéry 2k, kdezto u vSech ostatnich kloubti je £. Pfi-
tom k = EJ /h, kde EJ je ohybova tuhost vzpéry pii rovinném ohybu. Uka-

7e se, ze pohybova rovnice diskrétniho modelu ma tvar

Mp+Kop=f, (30.1)
kde M je matice hmotnosti, kterd zavisi na deformaci popsané vektorem
Q= [qol,(pz,...,gon ]T, a K je diagonalni matice tuhosti. Vektor f pfedstavuje

buzeni.
Protoze nam jde pouze o kvalitativni rozbor, zjednodusime tento model
jesté vice. Zvolime n = 2 a omezime se na malé uhly ¢, ,¢,. Tim se bude

rovnice (30.1) linearizovat.

m/2

(a) (b)
Obr. 30.2

Kromé toho zvolime tfi rizné zpusoby zahrnuti hmotnosti do vypoctu
podle obr. 30.2a aZ 30.2c. Podle obr. 30.2a soustiedime hmotnost m do
sttedu kazdého prutu. Do vypoctu tedy nebude zahrnuta rotacni setrvacnost
prutt. Podle obr. 30.2b rozdélime hmotnost kazdého prutu na dvé poloviny
a pfipojime je v koncovych bodech prutu. Moment setrvacnosti jednoho

2%

U modelu podle obr. 30.2¢c ponechame hmotnost prutl spojité rozdélenou,
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takze moment setrva¢nosti jednoho prutu k jeho t&Zisti bude mh* /12.
Kazdy z téchto modelti bude tedy odpovidat jinému rozdéleni hmotnosti.
Rozdily mezi témito ptipady by se mély s rostoucim poctem »n elementar-
nich prutli zmenSovat. My vSak ztstaneme u hodnoty n = 2.

Deformacni energie bude pokazdé stejna, a to

U =~(2k)p; +~kp? =~ k(207 +2). (30.2)

2 2 2

Je to kvadraticka forma utvotfend s matici tuhosti, takze prvky této ma-

tice miizeme vypocitat podle vzorce

o*U

= . 30.3
' 09, 0p, (03
Vyjde
2 0
K=k _ (30.4)
0 1

V ptipad¢ podle obr. 30.2a bude kinetické energie

2 2
T, =lm(ﬁj ¢f+lm(%¢l+ﬁ¢z) = (1097 + 6619, + 92)

2 2 2 (2 2
(30.5)
Odtud mizeme ur¢it prvky matice hmotnosti
@ _ 0T,
my) = ——=—. (30.6)
09, 09;
Vyjde
2110 3
Y L . (30.7)
4 13 1

Pro ptipad podle obr. 30.2b budeme mit

1 ) 1({m ) ) mh* [ . .. )
I, = Em’lzﬂz + 5(3)(2}1(01 +he,) = 7(6(0'2 + 40,0, + @5 )

(30.8)
takze
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2 12 1

Konec¢né pro spojité€ rozdélenou hmotnost podle obr. 30.2¢ vyjde kine-

M, = mh’ [6 2}. (30.9)

ticka energie
T=T L 4 L (g, + 0, P =" 802 + 56,6+ 65)
¢t 24 24 6
(28.10)
a matice hmotnosti

2116 5
MC:m6h L 2}. (30.11)

Stabilita kmitajici vzpéry s konzervativnim zatizenim

Zachovava-li sila F pfi zatiZzeni nejen velikost, ale 1 smér (obr. 30.1a, b), je
soustava konzervativni. Zobecnéné sily f,,f, sdruzené k soufadnicim
@,,®, vypocteme porovnanim koeficientl v rovnici pro virtualni praci

i8¢, + [,09, = Fh(2¢1 T0, )8§01 + Fh((”l T ¢, )8(02 . (30.12)
Vyjde

fi=2Fho, + Fho,,

f, =Fhep, + Fho,.

S pouzitim téchto vyrazii dostaneme

Ko_f- | 2E—FR) —Fh el _ . 30.13
T Cm k)oY (30.13)

Soumérnost matice K" sv&d¢i o tom, Ze sily f jsou konzervativni, tak-

ze je lze ziskat derivacemi potencialu
— 1
U =Fh((pl2 + 0,0, +5(022). (30.14)

Z vysledného potencialu
U =U-U (30.15)
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bychom derivacemi podle vzoru (30.3) dostali pfimo modifikovanou matici

tuhosti K" [viz (30.13)].
Rovnice (30.1) bude mit s modifikovanou matici tuhosti tvar

Mép+K'o=0. (30.16)
Harmonické kmitani bude popsano vztahem

¢=0,e"” (30.17)
a vlastni frekvence systému vyjde z podminky existence netrividlniho feSe-
ni ve tvaru

~0’M+K"|=0. (30.18)

Za matici M dosadime néktery z vyrazi (30.7), (30.9) a (30.11). Bu-
deme pocitat jen prvni (nejmensi) thlovou frekvenci @, volného netlume-

ného kmitani, nebot’ pfi malém poctu elementarnich prutii v matematickém
modelu je vypocet vlastnich kmitti vySSich fadl problematicky.

\‘Y
\\&,
i ¥

Obr. 30.3

Rovnice (30.18) je implicitni rovnici hyperboly f (X Y ) =0 v bezroz-
mérovych proménnych (obr. 30.3)

X=w’mh’/k, Y=Fh/k. (30.19)

Je zfejmé, ze tahova sila F (tj. Y < O) zpusobuje vzrist frekvence vlast-

nich kmitd, kdeZto tlakova sila (¥ > 0) zpiisobuje pokles této frekvence.
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Je-li Y =0, davé potadnice bodu Q na obr. 30.3 prvni thlovou frekven-
ci o, volného kmitani nezatizené vzpéry. Pro modely podle obr. 30.1a

a 30.2a, b, c dostaneme vysledky shrnuté do tab. 1.

Model obr. |1a 2a 2b 2¢

[Mmi 3,516 (3,289 12,928 |3,156
a)ll E_J

F._1*/EJ |2,467 (2343 (2,343 2,343

krit.

Tab. 1

Reseni pro model podle obr. 30.1a je prevzato z literatury [KOZESNIK
(1979)], kde najdeme 1 rizné kritéria pro posouzeni stability pohybu. Ne-
budeme zabihat do podrobnosti, uvedeme jen, ze nosnik prestane kmitat,
kdyz X =0 (bod P na obr. 30.3). Tehdy bude Y = 0,5858 (u vSech modelii

podle obr. 30.2); tomu piislusi sila F,, =2343 EJ /I’ uvedend rovnéz
v tab. 1. Nazvali jsme ji kritickou, protoze jde o silu na hranici stability

pohybu. Bude-li totiz X <0, vyjde thlova frekvence imaginarni a misto
fesSeni (30.17) budeme mit vztah

o =0, (30.20)
popisujici pti A >0 exponencialné€ rostouci vychylky. Hodnota kritické sily
platna pro model podle obr. 30.1a je zndma Eulerova sila.

Dosadime-li do rovnice (30.18) w* =0, dostaneme podminku

K*[=0 (30.21)

pro vypocet kritické sily na mezi elastické stability pfi statickém zatiZeni; je
totoznd s kritickou silou na mezi stability kmitavého pohybu. Statické
a dynamické kritérium stability vedou tedy ke stejné podmince (30.21) pro
vypocet kritické sily.

Poznamka. Podle dynamického kritéria jde o kritickou silu oddélujici
oblast periodického (harmonického) kmitani od aperiodického pohybu
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s exponencialné rostouci vychylkou. Podle statického kritéria jde o silu, pii
které nastava bifurkace rovnovazného stavu.

Stabilita vzpéry s nekonzervativnim zatizenim

Zcela jina situace nastane, bude-li sila ' sice konstantni ve své velikosti, ale
bude ménit smér tak, aby sledovala pohyb konce vzpéry (obr. 30.4). Thned
je zifejmé, Ze pijde o dynamickou Ulohu, protoze pii statickém plsobeni
sily F vzniké podle smyslu ohybového momentu v pravém vnéj§im vlaknu
prutu tah, zatimco pruhyb pisobi v témze vlaknu tlak, coZ je rozpor.

F F

(a) (b)
Obr. 30.4

Misto podminky (30.12) pro virtudlni praci zatézujici sily budeme nyni
mit pro model podle obr. 30.4b rovnici

04 = f, 8¢, + f,8¢p, =—Fhe,5¢,, (30.22)
takze
Sy =—Fho,, f,=0.

Tyto sily nemaji potencial; nepodati se ndm totiz najit funkci, jejiz par-
cidlni derivace by se rovnaly témto silam. Jsou nekonzervativni, nebot’

napt. z vychozi polohy ¢, =0, ¢, =0 se miZzeme do kone¢né polohy
@, @, dostat bud’ tak, Ze nejprve zménime thel ¢, a pak uhel ¢, (a ne-

vykoname pfitom zadnou praci), nebo nejdiive zménime Uhel ¢, a pak
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teprve ¢, (pfitom vykoname praci 4 =—Fhe,, ¢, ). Vysledna prace zavisi
tedy na integracni ceste, takze (30.22) neni diferencidlem zadné skalarni

funkce U(p,,0, ).

Matice K" nyni vyjde nesymetricka:

2k Fh
K = (30.23)
0 k

Podminka pro silu ' na mezi statické stability (30.21) nema feseni, ne-
bot pro jakékoli F plati, ze
K| =2k >0, (30.24)

t]. systém je staticky vzdy stabilni. To je jisté piekvapivé zjisténi.

A

Y

v

Obr. 30.5

Zcela jina situace nastane, budeme-li vychazet z kritéria pro dynamickou
stabilitu. ReSeni rovnice (30.16) budeme predpokladat ve tvaru (30.20). Vy-
jde-li 4 ryze imaginarni, je kmitani harmonické a stabilni. To znamena, ze
A* musi byt zaporné. Kazdy jiny ptipad znamen4, Ze pohyb je nestabilni.

Charakteristick4 rovnice

WM +K \ =0 (30.25)
predstavuje opét hyperbolu 1 (X Y ) =0 v bezrozmérovych soutadnicich

Amh’ Fh

Y= Cy=" (30.26)
k k
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ta ma vSak prabéh znazornény schematicky na obr. 30.5. Nestabilita nasta-
va pro Y >Y,, stabilni pohyb existuje jen pro ¥ <Y, . Podmince ¥ =Y, na
hranici stability vyhovime, najdeme-li kofeny X,,Y,, popt. XYy,
spliwgjici kromé rovnice f (X Y ) =0 také podminku dY /dX =0, a vybe-

reme Y, <Y, . Vysledky feSeni jsou shrnuty v tab. 2.

Model obr. |2a 2b 2¢

Ml 9,514 5,657 |7,163
opl,|—
EJ

F_1*/EJ 12,229 |8,0 10,013

krit.

Tab. 2

Nad hranici stability dostdvame pro Y, <Y <Y, komplexni sdruZzené

kotfeny X, jimz piislusi i komplexni hodnoty A ; jedna z téchto hodnot ma
pozitivni redlnou ¢ast. Tomu odpovidd kmitavy pohyb s exponencidlné ros-
touci amplitudou. Pfi ¥ > Y, je pohyb aperiodicky s exponencidlné rostouci

vychylkou. V podrobnostech odkazujeme na literaturu [ROSEAU (1984)].

Zaveér

U soustavy zatizené silou, ktera ma konstantni velikost 1 smér, vedou obé
kritéria stability — statické a dynamické — k téZe velikosti kritické tlakové
sily. U soustavy zatizené nekonzervativni silou, kterda ma konstantni veli-
kost, avSak méni smér spolu se sklonem konce prutu, dochazi ke ztraté sta-
bility jen za pusobeni setrvaénych sil, které nelze zanedbat. Kritickou silu,
ackoli ma konstantni velikost, miizeme vypocitat pouze feSenim dynamické
ulohy; statické kritérium pro ztratu stability nevede k cili. Dsledkem této
skute€nosti je, ze velikost kritické sily zavisi v tomto ptipad€ na rozlozeni
hmotnosti, jak je zfejmé ze srovnani modela v tab. 2. Kriticka sila, ktera
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sleduje smér konce vzpéry, je nékolikrat vétsi nez v pripade, kdy sila za-
chovava smér.

Vnucuje se otazka, zda pfipad nekonzervativné zatizené¢ho prutu ma
n¢jaky prakticky vyznam. Piikladem vyznamné aplikace mlzZe byt pruzna
hadice protékana tekutinou [PAIDOUSSIS (1970)]. Pti nadkritické rychlos-
ti tekutiny se konec hadice s vytékajici tekutinou rozkmita, miize se pak
stat, ze napf. hasic¢i konec hadice neudrzi.
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Lagrangeova funkce v newtonské
a relativistické mechanice

Tomu, komu by se podarilo jednim pohledem
zachytit cely sveét, by se veskeré stvoreni jevilo
jako jedina pravda a nutnost.

D’Alembert, L’Encyclopédie (1751)

Nic nevystihuje Iépe ideu, kterd byla hnaci silou badatelského usili Alberta
Einsteina (1879-1955), nez uvedeny citat ze staré¢ d’ Alembertovy Encyklo-
pedie. Einsteinova teorie relativity ovlivnila moderni fyziku vice nez ktera-
koli jina teorie od dob Newtonovych. Byla téz zneuzita n¢kterymi filozofy
a demagogy a stala se pfedmétem mnoha spori.” Nakonec se stala nejlépe
experimentalné ovétenou teorii v historii fyziky, o niz pochyboval uz jen
sam Einstein.

V tomto ptispévku pripomeneme (bez naroku na Gplnost) jeho zakladni
zivotopisné udaje a také postulaty jeho teorie, a pak se zamétime na jeden
ptiklad rozdilného chépani zdkoni dynamiky v klasické analytické mecha-
nice a v mechanice relativistické. Za mezniky v Einsteinové tviréi praci lze
povazovat tyto letopocty:

1905 Objev zakona fotoelektrického efektu a prvni prace o specialni teorii
relativity

1908 Habilitace na université v Bernu, pfednaska o teorii zafeni pred tfemi
posluchaci

1909 Nastupuje jako profesor na universit¢ v Curychu

1911 Povolan na némeckou universitu v Praze

1912 Vraci se do Curychu

1914 Ustanoven profesorem na université v Berliné

1916 Ukoncuje prace na obecné teorii relativity

* 7 v e . ’ LR B4 ~ . . e , yye
Napiiklad némecti narodni socialisté povazovali tuto teorii za zidovsky pokus rozvratit
arijskou viru v absolutno.
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1921 Nobelova cena za objev zakona fotoelektrického efektu

1933 Zbaven némeckého obcanstvi, je konfiskovan jeho majetek a
vypsana odmeéna za jeho dopadeni. Usazuje se v USA jako emeritni
profesor v Princetonu

1939 PiSe presidentu Rooseveltovi o némecké snaze vyrobit atomovou
bombu

1946 Stava se presidentem Emergency Commitee of Atomic Scientists

Vsimnéme si, Ze komise pro udélovani Nobelovych cen neméla odva-
hu pfiznat Einsteinovi cenu za objev, ktery ho nejvice proslavil, totiz za
teorii relativity.

Kdyz M. Faraday (1791-1867) objevil silocary, thned se vnucovala
otazka, co se s nimi dé¢je, kdyz se téleso, které je vyvolalo, dd do pohybu.
H. Hertz (1857-1894), ktery zkoumal Sifeni elektromagnetickych vin, se
domnival, Ze se siloCary pohybuyji s télesem, jako by byly tuhé a s nim spjaté.
Ale A. H. L. Fizeau (1819-1896) konal pokusy se svétlem, méfil rychlost
jeho Sifeni v proudu tekouci vody a naméfil cosi jiného. H. A. Lorentz
(1853-1928) se pokusil nesouhlas vysvétlit pomoci nepohyblivého ,,éteru”,
coz privedlo jiné badatele k myslence, Ze proméfenim rychlosti Sifeni svétla
ve dvou k sobé& kolmych smérech by bylo mozno zjistit postupny pohyb Ze-
m¢ ve vesmiru. To vSak neprokéazal proslaveny Michelsontiiv-Morlaytiv po-
kus (roku 1887). Neprokazalo se to ani pii Cetnych opakovanych, peclivé
ptipravenych pokusech. Fyzika se tak ocitla vuzkych. H. A. Lorentz
1 H. Poincaré byli pfesvédCeni, ze platnd teorie musi vzit tuto skute¢nost
v uvahu. Sami ji v§ak formulovat nedokdzali. Teprve Einstein problém jaksi
obratil: zneuspéchu téchto pokust vytvoril hypotézu o ekvivalenci vSech
inercidlnich referencnich (vztaznych) systému, které se vzajemné rovnomer-
né pohybuji, a postavil ji jako prvni postuldt do cela své nové teorie. Zaroven
ptidal i druhy postulét o rychlosti Sifeni svétla (ve vakuu) v téchto systémech.
Tvrzeni, ze se Michelsontiv-Morlayltv pokus nezdafil, méni tyto postulaty
v tom smyslu, ze se takovy pokus zdafit nemiize. Mame tedy dva postulaty
jakozto nepochybné hypotézy, které neni tfeba dokazovat:
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1. Vsechny referencni systéemy, které se pohybuji vzdjemné rovnomeér-
neé, jsou rovnocenné

2. V kazdém takovém systému se svétlo Siri libovolnym smérem se stej-
nou rychlosti c

Tyto postulaty si vSak podle ,,zdravého rozumu* odporuji, nemohou
platit zaroven. Einstein tento nesoulad odstranil tim, ze se vzdal predstavy
0 ,,absolutnim case*. Nalezl vztah, ktery musi platit mezi prostorovymi
a Casovymi méienimi, jestlize je konaji dva pozorovatelg, jejichz laboratote
se vzajemn¢ rovnomérné pohybuji. Tyto rovnice ukazaly, ze ¢as ¢ uz neni
absolutni veliCinou, ale ze musi byt pfidan k prostorovym soufadnicim.
Z veli¢iny invariantni se stal veli¢inou kovariantni, zatimco rychlost svétla
se stala zveliCiny kovariantni naopak veli¢inou invariantni. Galileova
transformace musela byt nahrazena Lorentzovou transformaci.

Disledky nové teorie byly pievratné. Byly v tplném souladu se vSemi
znamymi jevy prvniho 1 druhého fadu, které dosud vzdorovaly uspokojivé-
mu vysvétleni. Ve svych diisledcich ptivedly Einsteina mimo jiné k objevu
souvislosti mezi hmotnosti a energii vyjadfené slavnou rovnici E = mc’.
Mnoho fyzikl se vSak domnivalo, Ze Einsteinovy tivahy jsou jenom mate-
matickymi htickami bez fyzikdlniho odivodnéni. Tyto namitky pomohl
vyvratit jiny objev, totiZ objev geometrického vyznamu obou Einsteinovych
postulati. H. Minkowski si v§iml (v letech 1908-1909), Ze Einsteinovy
postulaty jsou vyjadfenim geometrické struktury ¢tyfrozmérného Casopro-
storu, v némz ¢as zaujima rovnocenné postaveni s prostorovymi souiadni-
cemi. VSechny transformacni vztahy specidlni teorie relativity maji totiz tu
vlastnost, ze ponechavaji neménny vyraz x° + y° +z> —t>. Zvolime-li na-
priklad soufadnice

X, =ix, x,=1y, Xx,=lz, X,=ct, (31.1)
bude soucet ¢tverct téchto soufadnic invariantni. Vynasobenim ¢asu ¢ rych-
losti svétla ¢ jsme dosahli rozmérové homogenity (vSechny soufadnice jsou
délkové, z toho tii imaginarni). VSechny transformacni vztahy, které pone-
chévaji invariantnim vyraz
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sP=xl+x;+xi+x, =ct’—x" -y -2 20, (31.2)

se nazyvaji Lorentzova transformace. Specialné jedna znich platila pro
Einsteinovu teorii. To tedy znamend, Ze ve specidlni teorii relativity tvofi
entita soufadnic (31.1) geometrickou strukturu Minkowského casoprostoru.
V né€m je pohyb hmotné ¢astice jako fyzikalni d¢j zobrazen pohybem bodu
na draze, jakési svétocare, jejiz infinitesimalni element méa délku ds danou
rovnici

ds® =dx} +dx; +dx? +dx; . (31.3)
Jde tedy o euklidovsky &tyfrozmérny prostor.”

Jak jsme jiz uvedli, Einsteinova teorie byla jednou z nejlépe experi-
mentaln¢ ovéfenych fyzikalnich teorii. Badatelé, kteti zacali tuto teorii stu-
dovat za tim Gcelem, aby ji vyvratili, se stali jejimi zastanci, a posledni, kdo
o ni jesté pochyboval, byl Einstein. Nebyl spokojen s tim, Ze se jeho teorie
omezovala na referen¢ni systémy, které se pohybuji vzajemné rovnomeérne.
Hledal zptsob, jak teorii zobecnit i pro zrychlené relativni pohyby. Zrych-
leni svého referencniho systému totiz mize pozorovatel experimentalné
prokazat. Bylo tfeba se ptat, jak by se mohl princip relativity uplatnit
1 v tomto piipadé. K odpovédi Einsteinovi dopomohl mysleny pokus s vyta-
hem. Ptedstavme si vytah a v ném fyzikalni laboratof s pozorovatelem. Vy-
tah bud’ stoji, nebo se pohybuje vzhiiru se zrychlenim g. Pozorovatel uvnitt
nevi, ktera alternativa nastava, protoze s vné&j$im svétem nema zadné spoje-
ni. Pozoruje vSak, ze hmota m je pfitahovéna k podlaze silou mg. Jako fyzik
ma pro to dvé mozna vysvétleni. Bud’ vytah stoji a na hmotu puasobi tihové
zrychleni g, nebo se vytah pohybuje vzhiru se zrychlenim g, zatimco zZadné
gravitani zrychleni neexistuje. Pro naseho pozorovatele jsou obé tyto
moznosti ekvivalentni. Ptat se, kterd z obou moznosti je pravdépodobné;jsi,
znamena ptat se po absolutnim prostoru s univerzalni vztaznou soustavou,
kterd by méla ptednost pted ostatnimi. To by odporovalo obecnému princi-
pu relativity. Proto Einstein tik4, ze ptat se po pravdépodobnosti nema smy-

* r 7 v . e yoe , , . .y, ,
V mnoha monografiich se prostorové soutadnice ponechavaji jako realné a imaginarni
jednotka se ptidava k ¢asové soufadnici. Potom vSak vyjde draha s imaginarni.
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sl, protoZe prednost jedné hypotézy pted druhou nelze nikdy dokazat. Proto
nema smysl, aby se pozorovatel uvniti laboratote pokousel pfisuzovat ob¢-
ma moznostem néjakou rozdilnou pravdépodobnost. Ob¢ alternativy jsou
pro n¢ho rovnocenné. Tak se ukazala ekvivalence mezi ucinky zrychleného
pohybu a gravita¢niho pole. A do ¢ela obecné teorie relativity byl postaven
princip obecné rovnocennosti vSech referencnich systémii. Zahy se ukazalo,
ze silné gravitacni pole velkych nebeskych téles mé vliv na rychlost svétla
a pon€kud zakiivuje paprsky probihajici v jejich tésné blizkosti. Bylo tedy
tieba piibrat do geometrické entity svéta kromé prostoru a €asu také hmotu.
Euklidovska geometrie ¢asoprostoru byla nahrazena geometrii riemannov-
skou. Tim se ovSem stal matematicky aparat obecné¢ teorie relativity natolik
slozity, Ze se ji nebudeme v tomto ptispévku zabyvat.

V klasické analytick¢é mechanice ma dualezitou tlohu Lagrangeova
funkce L = T—V, kde T je kineticka energie a V potencialni energie sousta-
vy popsané zobecnénymi soufadnicemi. Tato funkce vstupuje do Hamilto-
nova variac¢niho principu

t,
5]Ldz=o. (31.4)
4
Takto definovana Lagrangeova funkce nespliuje podminky invariance
pii Lorentzové transformaci, a musi byt proto v relativistické mechanice
nahrazena jinou. Soustfed'me pozornost nejprve na prvni ¢len akéniho inte-

gralu, ktery obsahuje kinetickou energii, tedy na vyraz J;tzT dt. Pozname-

nejme, ze v Ctyfrozmérném Casoprostoru neni veli¢ina 7 skaldrem. Uz je-
nom proto musime tento integral nahradit jinym.

V relativistick¢é mechanice je pohyb hmotné Castice znazornén pohy-
bem bodu na svétocare. Proto je logické povazovat za rychlost tohoto po-
hybu vektor spadajici do tecny ke svétocare, jejiz jednotkovy vektor ma

slozky
dr,  dx, dx, dx,
ds’ ds’ ds’ ds

Podle (31.2) resp. (31.1) a (31.3) vyjde pro element drahy
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ds =/di? —dx® —dy? —dz =cy[1-v?/c?dt . (31.5)
Ponévadz rychlost v znama z tloh klasické mechaniky byva mnohem
mensi nez rychlost Sifeni svétla, mizeme posledni vyraz upravit. Vyjde

2
ds:c(l—%z—zjdt. (31.6)

To tedy znamena, Ze integral

1=t, 1=t, 1=t,
— ImcdS:— J. me’dt + ITdt, (31.7)

t=t, t=t, t=t,
ktery je pii Lorentzové transformaci invariantni, mize integral ve variaci
(31.4) nahradit, protoze pfi variaci je prvni ¢len na pravé stran¢ (31.7) kon-
stantni a jeho variace vymizi. Prvni ¢ast Lagrangeovy funkce tedy dosta-
neme z porovnani integralti (31.4) a (31.7) ve tvaru

L=—cm$=—c2m\/1—i2(qf+q'§+q§). (31.8)
C

Zde jsme pouzili zobecnéné soufadnice ¢, ¢,,q; ve vyznamu x, y, z.
Rovnice (31.8) plati pro ptipad, Ze potencialni energie je nulova (resp. kon-
stantni).

Poznamka. Vyraz (31.8) je pravym skaldrem, nebot jej 1ze napsat ve
tvaru

4
L=—cm /fo. (31.8a)
i=1

Z analytické mechaniky je znamo (viz kap. 9), Ze zdkon zachovani
energie lze vyjadfit ve tvaru (v tomto zvlaStnim piipadé€ pfi tfech stupnich
volnosti)

3
E=Ypa,~L, (31.9)
i=1

ktery je obecnéjsi nez rovnice £ = T + V. Plati pro skleronomni sou-
stavu pii jakémkoli tvaru Lagrangeovy funkce. Pfitom
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L
o4
znaci (zobecnénou) hybnost. Kdyz do rovnice (31.9) dosadime z (31.8)

a (31.10), dostaneme
2

2
___m_ 2 12 )2 MC
E= —+mc* 1 - Jc* = . (31.11)

1-v?/e 1-v?/c?
Protoze v*/c? je obvykle velmi mala veli¢ina ve srovnéni s 1, mizeme
(31.11) upravit:

. (31.10)

E=mc2+%mv2=mcz+T. (31.12)

To je slavné Einsteinova rovnice, podle které ma téleso o hmotnosti m
klidovou energii (pfi nulové rychlosti v) rovnou mc’. To znamena4, Ze t&leso
o hmotnosti 1 gram v sobé& skryva energii asi 25 miliont kWh.

Nyni se zaméfime na druhy ¢len v integralu (31.4), totiz na integral

15}
- _[ Vdt . Potfebujeme, aby to byla funkce vSech ¢tyf proménnych soutadnic

4
Minkowského Casoprostoru, invariantni pfi Lorentzové transformaci. Bude
tedy V = V(xl, Xy, X5, x4). Invariance dosahneme tak, Ze misto diferencialu
dt pouzijeme tzv. viastni nebo charakteristicky cas dr definovany podilem
dz =ds/c. Je to ¢as hodin spjatych s pohybem hmotné &astice, jak pozna-

vame z rovnice (31.5) po dosazeni v = 0. Misto ak¢niho integralu

Azidet :]Z.(T—V)dt (31.13)

4 4

tedy budeme mit

0 Vv 1, %
A=—J.(mc+?)ds=—cj.(m+c—zjd:. (31.14)

To znamena, Ze pfitomnost potencidlni energie ma stejny ucinek jako
zvétieni hmotnosti &astice o piirtistek V/c”. Natdhneme-li pruzinu u hodin,
bude to stejné, jako kdybychom o nepatrnou hodnotu zvétsili jeji hmotnost.
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A naopak, zmenSeni hmotnosti ¢astice uvolni piislusnou potencidlni ener-
gii. Vzhledem k velikosti hodnoty ¢ nemaji tyto zmény prakticky vyznam,
pokud nejde o procesy jaderné¢ho rozpadu, kde je ve hie obrovské mnozstvi
takovych ¢astic.

Uvedeme piiklad. Vodik se miize pfeménit v hélium, a to za velmi vy-
sokych teplot a za pfitomnosti neutronii (a uhliku). Jadro nového hélia
vznikd kombinaci dvou protonli a dvou neutrond. AvSak hmotnost nové
vzniklého jadra hélia je o necelé 1 % mensi neZ soucet hmotnosti jader na
vstupu (dvou protonit a dvou neutront). Tomuto ,,ztracenému* rozdilu
hmotnosti odpovida uvolnéné teplo (podle vztahu E =mc?), coz je zniduji-
ci energie vodikové bomby."

Teorie relativity je obdivuhodnym vykonem lidského ducha, ktery fy-
zikGim umoznil porozumét dosud neobjasnénym jevim makro- 1 mikrosvé-
ta. Je to jeden z dilezitych milnikli na cesté poznéni, kterd je nekonecna.
A jen na lidech zalezi, povede-li tato cesta v Elysion nebo do Tartaru.

" Znalctim jaderné fyziky se omlouvame za zjednoduseny popis tohoto procesu.
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Detektivka s dobrym koncem

V nasi vefejnosti stale jesté preziva predstava, Ze prazsky koncern CKD byl
opérnou bastou Komunistické strany Ceskoslovenska. To je vsak pouhy
mytus. Je pfece znamo, ze milicionafi, pravidelné a vzdy znovu zobrazova-
ni od tnora 1948 na plakatech vylepovanych pii vyrocich ,,Vitézného uno-
ra“, pochazeli z michelské plynarny. Ve skute¢nosti byly uvniti vyrobnich
zavodii CKD — nazvanych tehdy CKD Dukla, CKD Sokolovo a CKD Sta-
lingrad — na svou dobu pomérné liberalni politické poméry. Muselo se totiz
predevsim vyrabét, takze na néjaké Sarvatky tam nebylo misto. To ovSem
neznamend, ze by tam ,,rodna strana“ neméla vSe pevné v rukou. Obsadila
diilezita mista svymi lidmi, ale neodvazila se pohrdat zkusenymi odborniky
a nemohla ani piili§ sekyrovat délnickou tfidu. Jednim z prokuristi CKD
Sokolovo byl naptiklad rusky emigrant Ing. Surin’, ktery po prvni svétové
valce uprchl pred bolSeviky. Pracoval v tomto libenském zavod¢ i za druhé
svétové valky. Tehdejsi némecké vedeni ho chtélo vyznamenat Svatovac-
lavskou orlici, ale to se mu nepodafilo. InZenyr Surin tehdy omdlel a maro-
dil tak dlouho, az toto nebezpeci i valka pominuly. A komunisticka uvédo-
mélost délnické tfidy byla tim nizsi, ¢im t&€z$i praci délnici vykonévali. Na-
priklad dé€lnici v kovarné projevovali své veelku zdravé nazory zcela bez
zabran, o ¢emz se mohl piesvédCit i Antonin Zapotocky, kdyz jako Cerstve
zvoleny president navitivil zivod CKD Sokolovo po ménové reformé roku
1953. Ostatné ani soudruh Stépan o 36 let pozdgji nedokazal odhadnout
vtémze zavod¢ mentalitu ,pracujiciho lidu“ spravné. A to mél jisté
k dispozici ,,svodky* vyzvédnych a jinych tajnych sluzeb.

Uz v padesatych letech minulého stoleti dosly stranické organy k po-
znatku, ze politické uvédomeéni pracujiciho lidu upadd, coz se projevuje
i v odborovém hnuti. Prispévky se tenkrat automaticky strhavaly kazdému ze

" Zdraham se psat podle soucasnych pravidel ,,ing.«, nebot’ to povazuji za degradaci kdysi
vyznamného akademického titulu, jehoz oznaceni se psalo vzdy s velkym pismenem.
Tento uzus, zakotveny v dosud platnych vysvéd¢enich o druhych statnich zkouskach,
zrusili komunisté, kdyz nafidili, aby se psalo ,,inZ.“. Ostatni tituly takto postiZzeny
kupodivu nebyly, naptiklad pfirodovédec si nepise pred jméno ,,rndr.*
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mzdy nebo z platu, a pak ovSem skoro nikdo nebral své €lenstvi v Revoluc-
nim odborovém hnuti (ROH) véazné. Proto se rozhodlo, ze se situace musi
zménit. Jakmile se pry budou tyto ¢lenské ptispévky platit individudlng, ih-
ned se ukaze, kdo je uvédomély, kdo to mysli s odbory doopravdy a kdo ne.
JenZe takovy odhad byl chybny — délnici v CKD prosté prestavali piispévky
platit. ProtoZe nebylo pfijatelné vylu¢ovat délnickou tfidu z odbort a pone-
chavat tam jen ustraSené ufednictvo, bylo tfeba vSem ukazat, ze odbory
dokazou svym &lentim poskytnout vic neZ jen laciné rekreace. V CKD Soko-
lovo byla svolana celozavodni schiize ROH, na které se rozddvalo pohoSténi
(péarky a pivo), na improvizovaném podiu tancily baletky a posléze vystoupil
,»kral komik* Vlasta Burian, teprve nedavno propustény z vézeni. Byla to
lidska troska. Navzdory tomuto lakadlu vétSina d€lnikli ostentativné schizi
opoustéla, a vratnym, kteti méli nafizeno odchézejici pracovniky evidovat, se
kupily v naru¢i pichacky, jez od nich vybirali.

Mezi technickou inteligenci existovala tehdy témét bez vyjimky vza-
jemna duvéra, kterou nikdo nezneuzil, takze vypravét politickou anekdotu
bylo mozné podle mych zkuSenosti i pfed soudruhy straniky zcela bez rizika.
To bylo zplisobeno tim, ze by kazdy ambicidézni komunista, ktery by tento
kolektiv narusil, pravdépodobn¢ zmizel za velkymi plechovymi dvermi ve
,specidlnim oddé€leni®, jez bylo od ostatniho provozu skute¢né dobie ,,oddé-
leno®. Za tyto dvere jsem se nikdy nedostal a také jsem po tom nikdy netou-
zil. Odtamtud se totiz fidila ptisn€ utajovana zbrojni vyroba, takze tam sméli
(a museli) pracovat jen dobfe provéteni pravovérni komunisté. To jsem ne-
byl, do zavodu jsem nastoupil po svém propusténi z nechvalné znamych ta-
bori nucenych praci PTP. Dilezitym tajnym artiklem, ktery se v zavodé
v oddéleném provozu za vysokou zdi vyrabél, byl sovétsky tank T-34, pro-
slaveny v bitvach druhé svétové valky. Dodaval se nasi armad¢ a také se vy-
vazel. O stupni utajeni jeho vyroby nejlépe svédci nasledujici ptihoda.

Jednoho dne si vedouci konstrukce lokomotiv odnasel ve své aktovce
ze zavodu nekolik zahrani¢nich i tuzemskych casopisu, které davala zavod-
ni knihovna konstrukénim kanceldfim do organizovaného ob&hu. Bdély
vratny tyto Casopisy nasel a jeden z nich ihned zabavil. Nepodeziral zna-
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mého Séfkonstruktéra z kradeze, nebot piijal jeho vysvétleni, Ze si Casopisy
odnasi, aby si je v klidu domova prostudoval (Casopisy byly ostatné nepro-
dejné, knihovna je orazitkovala). Objevil vSak ve Svycarském tydeniku
(nemylim-1i se, §lo o Technische Rundschau) obrazek sovétského tanku
T-34 spolu s popisem a fezem jeho motoru. Byly tam prezentovany i tanky
zépadnich spojeneckych armad, ale téch si vratny nevSimal. Takze tento
Casopis zabavil, protoze obsahoval utajované udaje, a véc nahlasil na
,,zvlastnim oddéleni®.

Pracoval jsem tehdy v Utvaru ,,hlavniho konstruktéra® v tzv. ,,studijnim
oddéleni®, které kdysi zalozil pozd&jsi profesor CVUT Ferdinand Budinsky
(1905-1956). Poskytovali jsme servis konstrukénim kancelafim predevSim
tim, ze jsme pro n¢€ zpracovavali nejnovéjsi poznatky z literatury a uskutec-
novali slozité vypocCty, na které by konstruktéfi sami nemeli ¢as a mnohdy
ani potfebné znalosti. V mezich moZnosti danych skromnym pfistrojovym
vybavenim jsme se vénovali 1 experimentalnim metoddm a materialovému
vyzkumu. Dulezitou ¢innosti oddéleni bylo také vySetfovani pficin poruch
vyrabénych stroju a jejich odstranovani. V této ¢innosti jsem zahy vynikl,
protoze jsem mél dobré znalosti mechaniky inauky o materidlu. Zvlast
dobie jsem ovladal tvarovou pevnost a také unavu materidlu, coz byla nej-
Castéj$i pricina poruch. Jednoho dne jsem byl spolu se svym kolegou Ing.
Vladimirem Markem, ktery se stal pozd€ji hlavnim metalurgem, ne¢ekané
pozvan k sympatickému fediteli Ing. Pavlickovi. Ten nastoupil do zédvodu
teprve nedavno, pfiSel z hlavni spravy ministerstva tézkého strojirenstvi
a hned zacal s novym elanem uskutecnovat sva predsevzeti s cilem zvysit
produktivitu prace a upevnit pracovni kdzen. Porad¢ byl pfitomen také
,hlavni inzenyr Ron. Pozvani mne nepiekvapilo, zato obsah porady mne
ptekvapil velmi.

V divérném rozhovoru jsme se dovédéli, ze se v nasi armadé vyskytly
cetné poruchy prevodovek montovanych do tankd T-34. U ozubenych kol
se vylamovaly zuby a pfevodové skiiné praskaly. Sty¢ni armadni diistojnici
a jejich sovétsti poradci se domnivali, Ze jde o sabotaz, za kterou nese ve-
deni zavodu CKD Sokolovo plnou odpovédnost. Reditel nas proto pozadal,
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abychom pfi¢inu poruch neprodlené¢ vySetiili. Spolu s hlavnim inzenyrem
byl ptesvédcen, ze vyroba v naSem zavod¢ je prinejmensim stejné kvalitni
jako v Sovétském svazu, takze jadro problému asi nebude ve vadné vyrobé.
,Nepodarfi-li se to prokazat, pak pijdeme v nejlepSim ptipadé¢ do basy,*
ukon¢il feditel zavodu sviyj vyklad. Dal nam pisemné povéteni, podle kte-
rého byly vSechny provozy zavodu povinny ndm vyjit vS§emozZné vsttic
a zafidit neprodlen¢ cokoli, o€ je pozadame.

— —»: —
(a) (b) (©)

Obr. 32.1

Podivil jsem se, ze jsem dostal takové povéteni, ackoli jsem nepatfil
k provéfenym stranikiim a ukol se tykal utajované vyroby. Chapal jsem
vsak, ze vedeni zdvodu teCe do bot, a byl jsem piesvédcen, ze naiceni proti
nému jsou neopravnénd. IThned jsme s kolegou Markem navstivili montazni
dilnu, kde se poskozené skiin¢ opravovaly. Vidéli jsme ozubend kola
s ulamanymi zuby, na nichZ bylo moZno pozorovat tfi druhy lomovych
ploch, jak je naznafeno na obr. 32.1. Lom na obr. 32.1(a) mél drobné& zrnity
povrch, jaky pozorujeme u kvazikiehkych lomi ocelovych zkuSebnich tyci
na trhacich strojich. Lom probihal od jednoho kotfene zubu k druhému
zhruba podél izostatické plochy, v které plisobi (v zatizeném zubu) hlavni
napéti. Budeme jej nadale stru¢né oznacovat jako lom krehky. Lom zndzor-
nény na obr. 32.1(b) mél zcela odlisny vzhled. Lomovéa plocha byla leskla
ana jejim povrchu byly stopy jakychsi ,,Skrabanci* rovnobéznych s celni
rovinou kola, sméfovaly tedy ve sméru Sifeni lomu. Lom se §ifil zhruba
v plochach, v nichZ plsobi nejvetsi smykova napéti, takze budeme nadale
hovotit o lomu smykovém. Ne§lo o unavovy lom, na kterém by byly patrné
,letorosty* rovnobézné s ¢elem trhliny, tedy kolmé k ¢elni ploSe kola (kol-
mé k popisovanym Skrabanctim). Kromé toho by se unavovy lom Sifil kol-
mo k hlavnim napétim, tedy v stejné izostatické plose, jaka je zakreslena na
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obr. 32.1(a). Kone¢né na jinych kolech byly lomy smiSené, jak naznacuje
obr. 32.1(c). Ozubena kola méla ptimé ozubeni s modulem 9 mm, Sitka
zubl byla 45 mm. Kola byla vyrobena z chromniklové cementacni oceli
typu 1,5% Cr a 3,5% Ni, byla cementovana do hloubky 1,2 az 1,5 mm
a zakalena. Tvrdost jadra se pohybovala mezi 39 az 45 HRC, tvrdost ce-
mentacni vrstvy byla 58 az 62 HRC.

V dilng€ jsme také vidéli, jak se z prasklé skiiné odlité z lehke slitiny
vymontovava zalisovany htidel ¢i spiSe Cep, na kterém se posouvalo ozube-
né dvojkoli, slouZici k reverzaci chodu (zafazeni zpatecky). Cep vytloukal
délnik ocelovou ty¢i s mirné zahnutym koncem, ptfi¢emZ do druhého konce
tyCe mlatil tézkou palici. VSiml jsem si, Ze na Cele Cepu je otvor se zavitem,
ktery se ma ziejmé& pouzivat pii demontazi. Ptal jsem se proto d€lnika, ne-
ma-li na demontdz néjaky ptipravek se Sroubem, kterym by Cep snadno
vytahl. Odpovédél, ze takovy pripravek existuje, ale nikdy se s nim nepo-
vedlo zadny Cep vytdhnout, Sroub se vZdy pretrhl. Vypijcil jsem si vykresy
a vypoctem jsem se piesveédcil, ze sila potiebna k vytazeni Cepu je tak veli-
ka, ze se v ptipravku pietrhne kazdy Sroub i z nejpevnéjsi oceli. Podal jsem
tedy ,,zlepSovaci navrh®, aby se otvor se zavitem v ¢epu nevyrabél, kdyz jej
neni mozné pouzit. Zdivodnéni navrhu jsem dolozil vypoctem a odkazem
na dlouholetou praxi. ZlepSovaci navrh putoval na ministerstvo narodni
obrany, odkud mi dosla asi za ptl roku odpoveéd’: Nelze-li cep sroubem pri-
pravku vytahnout, je nutné rekonstruovat pripravek. Navrh se zamitd. Ne-
potfebné diry se zavitem se tedy vyrabéely dal.

Pustili jsme se s chuti do prace. Zkoumali jsme metalografické vybru-
sy, mechanické vlastnosti materidlu v cementacni vrstvé i v jadre, kontrolo-
vali chemické slozeni materidlu a jeho tepelné zpracovani. Abychom se
vyhnuli ptipadnym namitkdm ze ,,stietu z4jmt“, zadali jsme cast materialo-
vych rozborti a zkousek Statnimu vyzkumnému ustavu materidlu v Ople-
talove ulici v Praze. Druhou c¢ast jsme zadali zkuSebné hlavniho metalurga
naseho zéavodu. Nezjistili jsme zddné vyrobni vady. Zatimco kolega Marek
se staral o tyto rozbory a zkousky, ja jsem se vénoval vypoctiim sil ptisobi-
cich na zuby ozubenych kol v ptevodové skiini za rlznych provoznich
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podminek a ptemyslel nad vznikem smykovych lomi ve tvaru znazorné-
ném na obr. 32.1(b). Za jakych podminek mize takovy lom vzniknout?

Préave jsem se vénoval témto uvaham, kdyz do dvefi vesel sovétsky po-
radce. Vyptal se na nasi ¢innost, prohlésil, ze podle jeho ndzoru jde o una-
vovy lom zplsobeny materialovymi vadami, naptiklad trhlinkami v cemen-
tované vrstvé vzniklymi nespravnym postupem pii kaleni. Snazili jsme se
mu tyto ndzory vyvratit, ale neuspésné, expert trval na svém. Pratelsky se
s nami rozloucil, poptal mnoho uspéchu a odesel. O nékolik dni pozdéji
jsme byli pozvani na dal§i davérnou poradu k fediteli zdvodu. Vysvétlil
nam, ze musel fesit dvé nepifijemné véci. Jednak to, ze vydal — aniz to tu-
§il — povéteni k feSeni utajovaného problému politicky nespolehlivému ¢lo-
veéku. To vyftesil tim, Zze mtj kadrovy material podrobné prozkoumal a pte-
svédcil pfisluSné stranické funkcionaie a kaddrové pracovniky, Ze sice nej-
sem Clenem strany a byl jsem v PTP, ale Ze jsem se v zavodé mnohokrat
osveédcil pii odstranovani pticin poruch stroji, a to bych jist¢ nedélal, kdy-
bych to s lidové demokratickym zfizenim nemyslel poctivé. Jak jsem se
presvédcil nahlédnutim do svych kadrovych materiald po roce 1989, feditel
si vyzadal nové posudky od mych nékterych spolupracovnikii, kterymi do-
plnil nebo i nahradil posudky dfivejsi, méné vhodné. To mi pozdéji velice
pomohlo pii konkursu na misto vysokoSkolského ucitele. Takze jsme si
pomohli navzajem. Druhd véc byla vaznéjsi. Sovétsky poradce podal stiz-
nost na nasi praci. Pry zastavame nespravné nazory a sabotujeme vySetfeni
pficin poruch, nebot’ zadavame materidlové zkousky a metalografické roz-
bory Statnimu vyzkumnému ustavu materidlu, aniz od né¢ho vyzadujeme
pisemné zavéry. Tato moznd ndmitka nas vskutku nenapadla. Vyzadali
jsme si zjisténa fakta dolozend protokoly ze zkouSek a fotografiemi mi-
krostruktur, ale nikoli zavéry. K tém jsme snadno dospé€li sami. Sovétsky
poradce zadal nase odvolani a obvinéni ze sabotdZze, coz bylo totéz jako
zavieni. Reditel tento pozadavek odmitl, pozadal nas viak, abychom byli ve
styku s armadnimi Ciniteli a zejména jejich poradci co nejopatrnéjsi. V té
dobé¢ jsem si neuvédomoval nebezpeci, které hrozilo mné samotnému, zacal
jsem se vSak obavat o naseho teditele.
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Usoudili jsme, Ze nejlepsi obrana je utok, a proto jsme si pozvali za-
stupce armady, abychom je seznamili s prozatimnimi vysledky. Vysvétlili
jsme jim, ze materialové a vyrobni zavady nebyly zjiStény. Zato vyskyt
lomii podle obr. 32.1(b), popt. 32.1(c), muze vést k odhaleni pti¢in poruch.
Domnivame se, Ze lom tohoto druhu vznikd usmyknutim pfi rdzu, pfi némz
velkd narazova rychlost a radialni tlakova sloZka sily znemoznuji vyvinuti
lomu, jaky zndme pii statickych zkouSkach pevnosti zubl [obr. 32.1(a)].
Jinym zplGsobem nemiiZe takovy lom vzniknout. Rozhodné popirame, ze by
Slo o tnavovy lom, a jsme schopni tento nazor dokazat. Svédc¢i o tom frak-
tograficky rozbor a také fakt, Ze nikde nebyla nalezena tinavova trhlina pred
dolomenim zubu. Myslime, ze kinematika vzniku lomu podle obr. 32.1(c)
musi byt takova, ze smykova ¢ast smiSeného lomu musi byt vzdy na tlacené
stran¢ kotfene zubu. Je-li toto tvrzeni pravdivé, o ¢emzZ jsme piesveédcent,
musi byt pfinejmensim ¢ast lomil zplisobena soucasnym zatfazenim dvou
rychlostnich stupna. Tim a jediné tim se totiz zablokuji pievody a zaroven
vzniknou mimotadné veliké sily, které plisobi na zuby nékterych kol
v opacném smyslu nez sily vznikajici za normalniho provozu. To bylo teo-
retickym rozborem dokazano. O existenci téchto opacnych sil svédcily na-
lezené smiSené lomy. Uvédomujeme si, ze k tomuto zavéru potiebujeme
presvédcivy dikaz. Ten budeme schopni podat, jestlize prokdzeme platnost
nasi hypotézy o vzniku smykového lomu také experimentalné, tj. zkouska-
mi na padostroji, a to nejlépe na originalnich kolech o modulu 9 mm. Na-
mitku, Ze sou¢asnému zatazeni dvou rychlostnich stupna brani kulisy ome-
zujici pohyb fadicich tdhel neuznavame, protoze jsme se dovédéli, ze fidici
tankll maji s fazenim obtize a piekonavaji je tim, ze do tfadici paky tlucou
palicemi.” Rychlosti se totiz fadily pakou, pod niz byla kulisa. Z ni §la do-
zadu k pfevodovce tfi tadici tdhla. Ta fadila stupné 4 a 5, popt. 2 a 3, a ta
posledni 1 a Z. Pfi nespravném sefizeni kulisy a tdhel Slo skute¢né zatadit
dva ptevodové stupné najednou. (Bylo tam jesté jedno slabé misto, a to
spojeni tadiciho tahla se synchroniza¢ni spojkou v pfevodovce. To se moh-
lo uvolnit.) Popsanym zptsobem mohlo dojit k posunu kulis, které jsou

" Ve vyzbroji tanku byla mj. 10kg palice a pila biichatka.
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k pfevodovym skiinim pouze pfiSroubovany. Protoze odpovédnost za sefi-
zeni kulis mohla byt pfisouzena fidi¢i, snazili se fidi¢i na porouchané skiini
nastaveni kulisy a tdhel opravit. Tomu by se mélo napfisté zabranit, aby se
zjistil skute¢ny stav skiin¢ v okamziku poruchy. Tvrdime tedy, ze chyba je
na stran¢ armady, kterd nezajistuje, aby fidi¢i tankli méli na pfevodovych
skiinich spravné setfizené kulisy a tahla a aby zachovavali ptfedepsané po-
stupy. Dustojnici nevéticné kroutili hlavami, ale namitnout nedokézali nic.

! — )
A,

Obr. 32.2

My jsme zatim pokracovali v praci. Objednali jsme si vertikalni pa-
dostroj AMSLER s raznikem o hmotnosti 50 kg, ktery dopadal z vysky
necelych 5 metrd, ale asi po pll roce jsme dostali misto toho jakysi ,,Pen-
delschlagwerk® na zkousky houZevnatosti umélych hmot, maly kyvadlovy
padostroj, ktery se dal provozovat na psacim stole. Omyl vznikl kdesi
v administrativé zdvodu ¢i ministerstva. Podafilo se nam vSak zjistit, Ze
nami puvodné pozadovany padostroj stoji bez uzitku v laboratofich gene-
ralniho Stdbu armady. Dostali jsme povoleni, abychom na ném ozubena
kola vyzkousSeli. Dali jsme si proto vyrobit pfipravky na jejich upevnéni
(viz obr. 32.2). Padostroj byl konstruovan tak, ze raznik dopadl na zub
rychlosti asi 8 m/s a zpusobil lom zubu, pfi kterém se spotifebovala Cast
jeho kinetické energie. Zbyvajici ¢ast energie razniku se zméfila pii jeho
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nasledném dopadu na plunzr ve valci s kapalinou, ktera na jiném misté pte-
dala silovy impuls jinému zavazi. Zaregistrovala se vyska, do které toto
zévazi vyskoCi. Tak byla zjiSténa jeho polohova energie, kterd odpovidala
hledanému zbytku energie razniku po ulomeni zubu. Ode¢tenim obou ener-
gii — vstupni a zbylé — se vypocitala energie spotfebovana k vylomeni zubu.

Zkousky potvrdily nasi hypotézu, podle kter¢ vznika smykova ¢ast lo-
mu pouze na tlacené stran€ ohybaného zubu, a to bez jediné vyjimky. Ana-
lyzovali jsme také vliv geometrie kol (po¢tu zubll) na vysledek razové
zkousky, vliv houzevnatosti jadra, hloubky cementované vrstvy, jejiho mi-
kroskopického slozeni a jeji tvrdosti, jakoz 1 vliv chemického sloZeni. Vy-
poctem se prokdzalo, ze pii riznych kombinacich soucasné zatazenych
rychlostnich stupnii vznikaji pfi témze krouticim momentu na spojce na
rtiznych kolech 1 rizné velké razové sily a ze u kol, na néz ptlisobi sily nej-
vetsi, je také nejéetngjsi vyskyt lomi. Cetnost smykovych lomi (a u smise-
nych lomi zubi jejich pomérna velikost) vSak byla zavisla 1 na poctu zubil
a byla vétsi u mensich kol. To souviselo pravdépodobné s tim, ze u malych
kol je mezera mezi zuby otevienéjsi a radialni (tlakova) slozka razové sily
pusobici na bok zubu je v poméru k tangencialni slozce, ktera ptisobi ohyb
zubu, vétsi. U velkych kol (s poctem zubli rovnym nebo vétSim nez 34)
zcela ptevazovaly kiehké lomy ve tvaru podle obr. 32.1(a). Energie potieb-
na k uraZeni zubu smykovym lomem byla podstatn¢ vétsi nez pti kiehkém
lomu (pramérné asi o 100% u velkych kol a o0 40% u malych). Pfitom kine-
tickd energie tanku jedouciho rychlosti 20 km/hod byla nékoliksetkrat az
tisickrat vétsi nez energie potfebna k ulomeni zubu (maximalni dovolena
rychlost tanku byla 55 km/hod). Pii statickém lomu (pii velmi malé defor-
macni rychlosti) se smykové ani smiSené lomy zubt nevyskytovaly nikdy,
a to ani u malych kol. Tento poznatek je pravé opacny, nez k jakému vedou
razové zkousky tahem na rovnych zkusebnich tyCich. Tam se s rostouci
zatézovaci rychlosti rozsah smykové &asti lomu vytraci [viz FARLIK,
ONDRACEK (1968)].

Zaradovali jsme se, kdyZ do mistnosti vstoupil opét nas stary znamy
sovétsky expert. Seznadmili jsme ho s nasi hypotézou i s vysledky zkousek.
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Kroutil hlavou a nesouhlasil. Zkousky na padostroji jsou véc jedna, praxe
v terénu véc druha. To, co povazujeme za smykovy lom, je pry nesporné
unavovy lom, ktery se u mensich kol rozsifi casto po celé lomové plose, ale
u jinych kol zabere jen malou nebo zadnou ¢ast a zbytek se dolomi razem
kiehkym lomem. O tom bychom se neméli pfit a rad¢ji hledat, co zpisobu-
je, ze néktery unavovy lom zabere celou plochu a jiny skoro zadnou. V tom
musi byt n&jaka vyrobni vada, kterou bychom méli odhalit. Tieba jde
o vEtsi nebo mensi pocatecni trhlinu po Spatném zakaleni kola. Kromé toho
naSe tvrzeni odporuje skute¢nosti, Ze tyto tanky urazily bez poruch vzdale-
nost od Stalingradu az do Berlina. (Expert pfitom taktné pomlcel o tom, ze
zivotnost tankli posuzovana podle ujetych kilometrt pfed zasahem délostie-
leckého granatu ¢i pancéfové pésti byla velmi kratka. Tank pak musel do
opravy nebo do Srotu. Nebyl to tedy jeden a tentyz tank, ktery urazil vzda-
lenost Stalingrad—Berlin.) Expert nas také poucil o tom, ze se porusuji je-
nom pievodovky vyrobené u néds. A naSe hypotéza o soucasném zatrazeni
dvou rychlostnich stupni je scestnd, protoze konstrukce skiiné se v bitvach
osvédcila a zaradit za pohybu tanku dva rychlostni stupné najednou prosté
nejde, a to ani kdyby byly kulisy a tahla na ptevodové skiini chybné sefize-
ny. Popili jsme ¢ajicku a opét se pratelsky rozloucili.

Rozhodl jsem se vsadit vSechno na jednu kartu. Pozadal jsem vyrobu
o namontovani pfevodové skiing, kterd neprosla kontrolou pro néjaké ne-
vyznamné rozmérové uchylky, ale byla funkéni. Pozadal jsem zkuSeného
tovarniho fidice tanku, aby si sefidil kulisu a tadhla tak, aby mohl za jizdy
zatadit dva rychlostni stupné najednou, coz povede k rozbiti skiin¢. Na to-
varni dvur s pfipravenym tankem jsme pozvali nacelniky arméadniho §tabu
i sovétského experta. Tank se rozjel, rychlostni skiini zarachotila, ale neu-
lomilo se nic. Pozéadal jsem, aby tidi¢ pokus opakoval. Zase nic. Cely zou-
faly jsem pftistoupil ke Skvite, kterou bylo mozno k fidi¢i promluvit, a po-
viddm mu: ,,Prosim Vas, copak neumite tu skiin rozbit? Jestli se Vam to
nepovede, jsme vSichni ztraceni!” Udiveny fidi¢ se zeptal, ma-li skiin
opravdu rozbit, myslel si, Zze ne. Tak se rozjel potfeti a ihned skiin rozbil.
O soucasném zarazeni dvou rychlostnich stupiii se bylo mozno na fadicich
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tdhlech na vlastni oci pfesveédcit. Po rozebrani skiing€ se uvniti nasly ulome-
né zuby a na nich 1 smykové lomy, a protoze §lo o jednorazové zatiZeni,
nemohla byt o unavé materidlu zadna fe€. Ani to vSak naSemu oponentovi
nestacilo. Pokus pry byl uméle naaranzovan, a je tedy neprikazny.

Ted byla kazda rada draha. M¢li jsme jesté posledni nadéji, Zze se nam
totiz podaii najit spojence uvnitt generalniho §tabu Ceskoslovenské arma-
dy. Jeho prostfednictvim jsme pak dosahli toho, Ze tankovym praporim byl
vydan rozkaz, podle kterého se nesmi s porouchanym tankem nijak manipu-
lovat, dokud k tomu neda ptivolany povéfeny zéastupce vyrobniho zavodu
svlj souhlas. Netrvalo dlouho, a podatfilo se najit prasklou pfevodovou
skiin, u které byly v sou¢asném zabéru dva rychlostni stupné, pticemz tadi-
ci tahla a porouchana kola byla zaklinéna tak, Ze se s nimi na misté nedalo
nijakym zplsobem hnout, ba ani s kulisou se nedalo manipulovat. Dali jsme
tuto cennou relikvii vymontovat a opatrné¢ dopravit do naseho zavodu.
Pozvali jsme sovétského experta a zastupce nasi armady. Poprvé jsme se na
n¢ upfimné tesili.

Jaké vsak bylo naSe prekvapeni, kdyz misto naSeho starého zndmého
experta piisel expert jiny. ,,Co bolo, to bolo* (jak pravil major Terazky ve
znamé Svandrlikové knize) — o tom se nehovotilo. Novy expert piijal bez
namitek nase vysvétleni a potvrdil nase zavéry. K spokojenosti jsme vSak
Casn¢ zatazenych dvou rychlostnich stupnich, zbylo jest¢ mnoho ptipadu,
u kterych to nebylo mozné dokazat. Bylo pravdépodobné, Ze existuje jesté
jina pficina lomd zubl. Rozhodli jsme se proto neusnout na vaviinech
a patrali jsme dal.

Tehdy byly skoro po cely rok zvySené destové srazky, terén na tan-
kodromech mohl byt rozmokly a tanky tézké vice nez 30 tun v ném mohly
snadno uvaznout. V instruktaznich ptiruckach pro fidice byl pro takové
ptipady predepsan velice naro¢ny postup. Posaddka (normalné péti¢lenna) si
m¢éla opatfit rovny, dostate¢né silny a dlouhy kmen stromu, a ten pfipevnit
k pastim na ptredni ¢asti bojového vozidla. Tank tento strom jednoduse pie-
jel a poté jej posadka na zadni strané vozidla zase uvolnila. To se podle
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potieby opakovalo. Z toho méla posadka pochopitelné strach a snazila se
probofeni tanku do zméklého terénu vcas piedejit. Jakmile fidic zjistil, ze
tank uz nedokdze udrzet rychlost, vypnul spojku, motor rozto¢il na vysoké
otacky a spojku nahle pustil. Timto rdzem vyvodil silovy impuls, ktery Cas-
to stacil tank popostréit, ptiCemz se piid’ tanku trochu zvedla. Opakovany
manévr nékdy stacil k odvraceni hrozby uviznutim tanku, jindy vSak zpu-
sobil ndhly lom zubu. V takovém piipadé nebyly ovSem zadné zuby vysta-
veny silam pisobicim v opacném sméru neZ za bézného provozu. Jak vSak
dokazat, ze tomu tak skute¢né je?

Povolal jsem si na pomoc statistiku. Od meteorologickych sluzeb na
naSich letistich jsem si vyzadal piehled srazek a vynesl je do grafu spolu
s Cetnosti poruch, u nichz nebylo prokdzano soucasné zafazeni dvou rych-
lostnich stupnii. Ukazalo se, Ze mezi obéma témito pribehy lze statisticky-
mi metodami dokdazat jejich vyznamnou souvislost.

Vysledky jsme zpracovali do objemné zpravy, ktera byla tajna a skon-
¢ila v trezoru. Litovali jsme zejména toho, ze svoje poznatky o vzniku
smykového lomu zubli u razové namahanych ozubenych kol nemizeme
publikovat. Odvazili jsme se toho teprve na tteti konstruktérské konferenci
Ustavu pro vyzkum strojt CSAV, poiadané ve dnech 20. az 22. listopadu
1957 na zamku v Liblicich [viz HOSCHL, MAREK (1959)], i kdyZ jsme
samoziejmé¢ nikde neuvedli, v jaké souvislosti jsme se k prednesenym vy-
sledkiim dostali. Teprve po nékolika dalsich letech byla naSe zprava skarto-
vana a poté odtajnéna. Dnes tedy o tomto zajimavém problému sice muze-
me svobodné diskutovat, ale origindlni zprdvu uz nemame.

Pokud jde o naseho teditele, ktery nad ndmi po celou dobu naseho vy-
zkumu drzel ochrannou ruku, ten byl zdhy po skonceni nasi prace na tomto
ukolu ze zdvodu propustén pod zaminkou, Ze si na stavbu svého rodinného
domku zakoupil od zavodu cihly za rezijni cenu. Tenkrat totiz bylo pravi-
dlem, ze vSichni zaméstnanci maji pravo si zakupovat za rezijni cenu od
vlastniho zédvodu jakykoli tam uskladnény material a také si zapijcovat pra-
covni nafadi. Toto opatfeni melo redukovat pocet kradezi. Tentokrat tedy
platilo: Quod licet bovi, non licet lovi. Ve staroveéku to platilo obracené.
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Ceské vysoké skoly ve dvacatém stoleti

Skolstvi v Cechach pied prvni svétovou valkou

Dne 6. ¢ervna 1908 byl v prazském Narodnim divadle zahdjen pétidenni IV.
sjezd Ceskych ptirodozpytciv a I€kait. Na jevisti byli reprezentanti sjezdu
a Cestni hosté, v pfizemi byli Gi€astnici sjezdu, na balkonech byly damy.

Bylo pfihlaseno asi 700 prednaSek a program byl rozdélen do sedmnéc-
ti sekei (od matematiky, fyziky a chemie pies astronomii a zem&délstvi az
po lékarstvi a farmakologii). V seznamu pfednésejicich najdeme zvucna
jména badatell, kterych si vazi jest¢ i1 dneSni generace odbornikid. Napf.
chemik Emil Votoc¢ek prednasel o konfiguraci n€kterych metylpentos a mi-
moto pfedvadél ukazku technické rafinace antracénu, fyzik Vladimir Novak
pfedndsel o nepifimych metodach barevné fotografie, zndmy spoluautor
Technického nau¢ného slovniku Vladimir Teyssler demonstroval sviij pii-
stroj ke zkoumani radioaktivnich vod a matematik Bohumil BydZovsky
hovofil o diskrétnich skupinach transformaci v geometrii. Nechybéla ani
pfednaska Jana Evangelisty rytife Purkyné na téma Technik ve sluzbach
hygieny. Ze seznamu ucastnikli uved'me uz jen nékolik dalSich jmen:
C. Strouhal, J. Vojtéch, B. Masek, F. Radl, J. Hybl, V. Felber, Z. Bazant,
J. Stoklasa, A. Heveroch.

Na tomto sjezdu jsou pozoruhodné dvé skutecnosti:

1. Ackoli se ti€astnici domahaji zaloZeni druhé ¢eské univerzity, vyso-
ké Skoly zeméd¢lské a veterinarni, diiraz se klade pfedevsim na zkvalitnéni
stfednich Skol.

2. Sjezdu se Gcastnili kromé Cechii i Polaci, Rusové, Bulhaii, Srbové,
Chorvati, Ukrajinci, Slovaci a Slovinci. Netcastnili se predstavitelé némec-
kych vysokych $kol v Cechéch, ani z Rakouska ¢ Némecka.
bedrech predevsim stfedni Skoly, z nichZ vychézeli ¢asto vynikajici odbor-
nici, popt. 1 pozdé€jsi vysokoskolsti ucitelé. Zaroven vSak bylo ceské Skol-
stvi poznamenano protinémeckymi ndladami, které se tdhnou naSimi novo-
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dobymi dé¢jinami jako Cervend nit od dob narodniho obrozeni. V souladu
s tehdejSim duchem doby byl n€kterymi Gcastniky sjezdu vznasen pozada-
vek, aby se ¢eska véda vymezovala proti védé némecké. Do rozkvétu Ceské
vzdélanosti bylo tak vsazovano a ndruzivé péstovano — at’ z jakychkoli po-
chopitelnych diivodi — seminko izolacionizmu, xenofobie a narodni nesna-
Senlivosti. Jedovaté plody téchto nalad uzraly pomérné zdhy. Princip na-
rodniho sebeurceni vedl po prvni svétove valce k riistu evropskych naciona-
lismt, ty pak vyustily v druhou svétovou valku s dalekosdhlymi disledky
a nakonec vedly i k rozpadu Ceskoslovenské republiky a prispély také
k nedavné balkanské krizi.

Neptedbihejme vSak. Jsme jeSté ve starém mocnafstvi, o némz jedna
¢ast naSich praotcti prohlasovala, ze to byl idedl svobody a blahobytu,
a druha ¢ast, Ze jsme pod jeho jhem tfi sta let upéli.

Skolstvi v prvni Ceskoslovenské republice

Prvni svétova valka neznamenala pro Ceské Skolstvi (na rozdil od sloven-
ského) prakticky Zadnou diskontinuitu. Zakladem vzdé€lanosti byly stale
ptedevsim stifedni Skoly, jejichZ uroven byla vynikajici. Kromé nich nava-
K ptipravée studentli ke studiu na vysokych skolach slouzily vyhradné gym-
nazia a realky. Prvni pfipravovaly na humanitni obory, druhé na technické.
Snaha o véEtsi univerzalitu vedla k typu redlnych a reformnich realnych
gymnazii. Studium na téchto Skolach bylo zakonéeno maturitou, kterd po-
tvrzovala zralost studenta pro vysokoskolské studium.

Za stfedni Skoly se povazovaly pouze tyto redlky a rlizna gymnazia. Ve
Skolnim roce 1929/30 na nich studovalo vice nez asi 80 000 studentt,
z nich 70 % Cechil a Slovaki, 24 % Némci a 6 % jinych narodnosti. Téch-
to Skol bylo 296, z nich 204 s ¢eskym nebo slovenskym vyucovacim jazy-
kem. Ve tfid¢ bylo primérmné 30 student. V téZe dob¢ studovalo na 33
prumyslovych Skolach néco pies 16 000 studentli, z toho jen necelé jedno
procento divek.
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Na ceskych univerzitdch studovalo tehdy 12590 studentl, z nich 1091
cizich statnich pfislusnikl, coz je 8,7 %. Na némecké univerzité studovalo
4073 studenttli a z nich 524 cizinct (12,9 %).

Na ceskych technikdch bylo 7000 student, znich 1587 cizinct
(22,6 %). Na némeckych technikdch studovalo 3734 studentd, z nich 1103
cizich statnich ptislusnikti (29,5 %). Nejvétsi podil cizinci méla némecka
technika v Brn¢, a to plnych 35,5 %.

Na konci dvacatého stoleti studovalo pouze na Karlové univerzité
v Ceské republice zhruba dvakrat tolik studentil neZ tehdy na viech univer-
zitach v celé Ceskoslovenské republice, zato cizincti tam studovalo jen
6,3 %. Na CVUT studovalo v téZe dobé necelych dvacet tisic studentii
a z nich jen 1,2 % cizinct (cizich statnich ptislusnik) (!).

Z ptehledu je ziejmé, Ze procento cizincl studujicich tehdy na ¢s. vy-
sokych Skolach bylo pomérné velké, o néco vétsi na Skoldch némeckych
nez Ceskych. Na brnénské némecké technice tvofili cizinci vice nez tietinu
z celkového poctu studentii. To svéd¢i o znacné pritazlivosti, a tedy i kvali-
té téchto Skol. Ackoli eské vysoké Skoly ptejimaly mnoho némeckych vzo-
ra 1 u€ebnic, styky s némeckymi Skolami se piili§ nepéstovaly, a to ani uv-
nitf statu, netku-li mésta. Toto oddéleni se jest¢ prohloubilo po nastupu
Adolfa Hitlera k moci.

Vliv némecké okupace

V poloviné devatenactého stoleti napsal Karel Havlicek Borovsky, ze svo-
boda bez vzdélanosti naroda je nemozna. Proto neni divu, Ze soub&zné
s potlacenim svobody se némecka okupaéni moc rozhodla zasdhnout i proti
vzdélanosti. Mnoho ¢eskych, ale i némeckych vzdélancti emigrovalo, nebo
bylo dfive ¢i pozdéji pozavirano a Casto fyzicky likvidovano. Vysoké Skoly
byly r. 1939 uzavieny.

Kdyz tuto etapu nasi historikové posuzuji, zapominaji — ¢asto pod op-
tikou pozd¢jsi komunistické propagandy — na drobné, ale vyznamné Ciny
nékterych c¢lentt tehdejs$i protektoratni vlady, kterymi se snazili zabranit
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nejhorSimu. Takovym nepravem zapomenutym ¢inem bylo rozhodnuti teh-
dejSiho ministra Skolstvi Kaprase otevfit pro absolventy stfednich skol tzv.
abiturientské kurzy, v nichz ucili vétSinou vysokoskolsti ucitelé a jejichz
absolventi alespon ¢astecné zaplinovali mezeru v ¢eské inteligenci vzniklou
uzavienim vysokych Skol. Kolaborantsky tisk to tehdy komentoval slovy:
,Mame ve vlad¢ ted’ka prase.*

Uzavieni vysokych Skol a utlak v byvalém Protektoratu mély 1 svou
pozitivni stranku. V opozici k okupa¢nimu rezimu se totiz zformovala nova
generace piistich vysokoskolakil s vysokou obcanskou 1 studijni morélkou.
Ti ovSem zacinali studovat az po valce. Mravni kvalita téchto studentt se
projevila 1 v jejich postoji ke komunistickému ptevratu r. 1948, po némz
vSak byla znovu ohrozena. Spolecenské klima se zacalo po vélce zahy mé-
nit. Projevila se demoralizace zplisobend mj. hromadnym a prakticky bez-
trestnym rozkradanim a vyvlasthovanim majetku po tfech milionech vy-
hnanych némeckych spoluobcanech, jejichz provinéni nebylo tfeba proka-
zovat. Ziskané zkuSenosti se velmi dobfe hodily v nastavajicim tfidnim
boji. Tehdejsi prezident Edvard Benes reagoval na celkovy tpadek mravii
v povalecné republice teprve ve svém poslednim vefejném projevu, ktery
mu bylo dovoleno prednést pti oslavach Sestistého vyroci zalozeni Karlovy
univerzity, slovy: Nepodari-li se nam obroditi se také mravnée, prohrajeme
sviij boj a brzy to pociti cely narod. Svij boj jsme vsak tehdy jiz prohrali,
a to na velmi dlouhou dobu.

Rozpad moralnich hodnot za obdobi komunismu

Zminili jsme se jiZ o nékterych negativnich disledcich narodniho obrozeni,
o ristu nacionalismll a xenofobnich nalad a o jakémsi podivném negativi-
zmu, souvisejicim s neustalym bojem proti né¢emu (proti Némciim, proti
faSistim, proti burzoazii, proti tzv. zapadnimu imperializmu atd.).

Kdyz Francouzi otevreli r. 1990 v normandském mésté Caen pozoru-
hodny Memoridl dokumentujici historicky vyvoj svéta ve dvacdtém stoleti,

mohl si kazdy stat z protihitlerovské koalice napsat své heslo na maly po-
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mnicek umistény spolu s vilajkami ve vkusné upraveném exteriéru. Vetsina
statii zvolila pozitivni hesla: umirali jsme za svobodu, za demokracii, za
humanitni idealy. Ceskoslovensky pomnicek viak oznamoval, Ze jsme bojo-
vali proti fasismu.

Komunisticky ptfevrat spustil dalsi emigra¢ni vinu. Republiku opousté-
la nejen inteligence, ale 1 schopni podnikatelé, Zivnostnici a femeslnici.
Vlady v podnicich se ujimali tzv. délnicti feditelé. Je s podivem, Ze se his-
torikové dosud nezabyvali vycislenim §kod, které tito lidé zpisobili svym
nekvalifikovanym rozhodovéanim.

Inteligence, ktera zlstala, se rozd¢lila na Cast, jez se pokousela prezit
a s rezimem v rozumnych mezich spolupracovala. Byla za to trpéna, ale
také podle okolnosti prondsledovana. Druha ¢ast usilovala o podil na moci,
a to Casto za kazdou cenu. Nékteti predstirali, Ze upfimné véii tehdy hlasa-
né utopii, podle které bude za komunismu ¢lovék pracovat, jen kdyZ se mu
zachce, a za to dostane, cokoli bude potfebovat. Marxistickou ideologii
zastirali své mocenské ambice. Byli i komunisté z pfesvédceni, z riznych
idealistickych pohnutek, ti ale roku 1948 nutné vysttizlivéli. Pravovérnymi
zustali nadale jen lidé slabého intelektu nebo lidé se sklonem k sektaistvi;
téch nebylo mnoho a byli ¢asem svymi asertivnimi soudruhy vytlacovani
a zbavovani politického vlivu.

Vysoké skoly byly zasazeny nejen emigra¢nimi vlnami, ale také radi-
kalnimi Cistkami, a to jak po roce 1948, tak také po sovétské okupaci
r. 1968. Na nékterych skolach byly ¢istky obzvlast’ radikalni. Tak na Vyso-
ké skole strojni a textilni v Liberci, na které napt. v roce 1973/74 ptisobilo
celkem 217 pedagogt, bylo ¢istkami po roce 1968 postizeno 109 osob,
z nich 80 pedagogti, 8 védeckych aspirantli a 12 studentt.

Je tieba si uvédomit, ze vysoké Skoly nebyly v rukou piesvédcenych
doktrinait a revolucionait; byly vétSinou vedeny pokryteckymi kolaboran-
ty, ktefi na jedné stran¢ horlivé predstirali, Ze jsou komunisté, ale na druhé
strané obratné branili skute¢nym radikalnim komunistim ziskat vétsi podil
na moci. Tato vcelku chvalitebnd snaha ma vsak jeden rub: pokrytectvi
a faleSnd hra se jaksi nehodi do prostiedi Sificiho nejvyssi vzdélanost. To
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v$ak nebyl jediny zdroj mravniho upadku. Vytrvale a jednostranné hlasany
materializmus posiloval v mnoha lidech jeSitnost, sobectvi a bezohlednost.

Politicka kritéria byla nadfazena nad odborna. Pfi obsazovani mist pro-
fesorti a docentli se sice konkurzni komise pod patronaci komunistické
strany zabyvaly 1 odbornymi aspekty, ale v zakulisi stranickych sekretariat
se peclivé zkoumalo, zda je mozné od kandidata oc¢ekavat, Ze spravné po-
chopi pravidla mocenské hry pod vedenim KSC a z(gastni se ji. Politicky
tlak se uplatnoval v riznych mistech a v riznych dobéch rizng.

NejvétsSim nestéstim pro vysoké Skoly bylo, Ze uprazdnéna mista po
neustalych politickych €istkadch zaujimali snazivci druhé az treti kategorie.
Kvantitativni riist byl tak provdzen kvalitativnim vipadkem. Cim méné se
novi vysokoskolsti pedagogové hodili na sva mista, tim urputnéji se snazili
vyuzit vlastniho pomérné velkého vlivu k tomu, aby zabranili svému vy-
sttidani lidmi schopnéjSimi.

Mnozi akademicti funkcionaii ziskavali s podporou rodné strany pocit
bohorovnosti. Tomu odpovidal i zptsob fizeni vysokych skol, v némz chy-
béla objektivni zpétnéd vazba. Vytvartel se tak prostor pro korupci nejriiznéj-
Siho druhu. Pro pfijeti ke studiu atraktivniho oboru po neuspésném pfijima-
cim fizeni stacil telefonat vyznamného stranického funkciondie. Zapocet
obstarala sekretarka katedry za lahvicku tuzexového parfému. Nekteti pe-
dagogové zvali studenty (a zvlasté studentky) ke zkouSkam do vinaren
a dokonce do bytd. Jisty asistent podminoval udé€leni zapoctu odpracova-
nim smény na stavbé své soukromé garaze. Jiny obstaraval studentkam pro-
spéch vyménou za sexualni hratky. Licit podrobnosti téchto ptipadd by
znamenalo poklesnout na troveii bulvaru. Ctenaf, ktery by chtdl obhajit
distojnost vysokého uceni, by mohl namitat, Ze jde o ojedinéla selhani,
ktera nelze zevSeobecnovat. Necht si da takovy ctenaf laskaveé tu praci
a zevrubné prozkouma, zda a do jaké miry je to na dnesnich vysokych sko-
lach jiné. Zjisti, Ze i dnes, po padu komunismu, existuji dosti Casta ,,0jedi-
n¢la selhani“. Provalené aféry na olomoucké a prazské pravnické fakulté
jsou toho prikladem. Zardzejici je, Ze jest¢ ani dnes neznaji mnozi vedouci
akademicti funkcionafi skutecny stav. To se ukdzalo, kdyz rektor Karlovy
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univerzity vyslovil v televizi domnénku, ze ilegalni prodej utajovanych
piijimacich testi umoznila pravdépodobné nezkusSenost pracovnikli prav-
nické fakulty ve styku s mafii. Ostatné, co jin¢ho je, vybira-li sekretarka od
kandidatt, kteti predstupuji pred nékteré zkusSebni komise, predem (sic!)
,»prispévek na obcerstveni ¢lenli komise*, neZz skrytd forma drobné korup-
ce? To bohuzel neni ojedinély ptipad.

Rehabilitace na vysokych skolach po sametové revoluci

Promarnéné roky nelze vrétit, a co se stalo, nemiiZze se odestat. Nicmén¢ uci-
telé, kteti byli z politickych diivodii ze svych mist vypuzeni, se mohli na né-
jaky €as vratit. Ti, ktefi je vypudili, mohli vétSinou zlstat. A pokud ne, nasli
vétSinou UtoCiste na jiné fakulté ¢i Skole. Zustat mohli ¢asto 1 jejich mladsi
nasledovnici, za komunistické éry nalezité¢ provéteni a proSkoleni. Zastiténi
svymi hodnostmi a tituly, které mohli ziskat i bez citacnich indext a podob-
nych nepiijemnych ukazateldi, maji mnohde jesté i dnes pfevahu nad svymi
mlad$imi kolegy, byt’ tfeba schopnéj$imi a s mezinarodnim ohlasem svych
praci, nebot’ ti museji nova kritéria splilovat. Mezi nimi byva i poZadavek mit
oducené roky. To znamena, Ze tfeba technolog nebo konstruktér, i kdyby byl
skvély a genidlni, se nemlze stat vysokoSkolskym docentem ¢i profesorem,
pokud ptfedtim neptisobil na vysoké Skole po fadu let v néjaké nevyznamné
pedagogické funkci. Nejlepsi ucitelé z historie CVUT, kteii prichazeli ptimo
z praxe, by dnes asi neméli Sanci. Kromé toho je nutné projit sitem tajnych
hlasovani kolektivnich organt, jejichz ¢lenové se v nejvysSich instancich
skladaji ponejvice ze zastupct zcela jinych obort, nez je sim kandidat.

Z historie je znamo, ze Isaac Barow postoupil r. 1669 své misto vedou-
ciho katedry tehdy sedmadvacetiletému Newtonovi, nebot’ ho povazoval za
schopnéjsiho. Vynikajici inzenyr, védec a pedagog Jaroslav Hybl byl r.
1917 za ,,zkostnatélého* starého Rakouska jmenovéan fadnym profesorem
CVUT ve svych pétatiiceti letech. Piisel rovnou z praxe. Takové véci se
dnes nemohou stat. DneSni akademicka obec si mnohem Iépe nez tehdy
dokaze obhajit sviij status quo.
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Je snadné kritizovat nedostate¢né otevieni Skol mezinarodni soutézi,
nedostate¢ny diiraz na odborné kvality a moralni profil ucitelti. Je nesnadné
zjednat napravu. Casto byva kritizovana mirnost tzv. sametové revoluce
a neochota vypotfadat se s minulosti. Mnozi z naSich politikli to uznavaji
a svaluji vinu jeden na druhého. Vina je vSak spiSe v celkovém spolecen-
ském klimatu. Kromé Svejka se stal spoletenskym idealem nevyrazny,
zdanlivé neSkodny typ usmévavého kolaboranta, schopného vyjit s kazdym
rezimem. Vzdyt jde jen o to, jak prezit. Kdyby byla u nas zavedena piima
volba prezidenta, stal by se jim nepochybné nékdo jako Karel Gott.

Védecka prace na vysokych skolach

Po komunistickém ptevratu velice utrpéla védecka prace na vysokych Sko-
lach ptfevzetim sovétského modelu, totiz soustiedénim védy a vyzkumu do
nové institucionalizované Ceskoslovenské akademie véd. Tak bylo narude-
no zivotodarné spojeni védy a vyuky. Podobné byl postupné oddélovan
vyzkum od vyroby a soustiedovdn v resortnich vyzkumnych ustavech,
¢imz byla elita védeckych pracovnikil, ostatné vzdy podezield pro své me-
zinarodni styky, oddélovana od vychovného procesu na vysokych Skolach
1 od vyrobniho procesu v tovarnach.

To vedlo k postupnému zaostavani vysokych §kol, jez se stalo pfedme-
tem kritiky predstavitelt CSAV volajicich po napravé. Roku 1960 pfijala
vlada usneseni, podle néhoz mély vysoké skoly vyuzivat védeckého poten-
cialu CSAV. Vysoké skoly se viak branily; vyhodily pry politicky nespo-
lehlivé pracovniky jednémi dvefmi a dnes by se jim druhymi dvefmi vraceli
zpét. Vysoké Skoly dostaly tehdy také znacnou financni Castku na rozvoj
,vedeckovyzkumné zakladny*. Ale ta byla zcela promarnéna. Pomoc byla
vedena jako kampan. Pozadovalo se napft. zfizovani radioizotopovych labo-
ratofi, a to 1 tam, kde pro to nebyly podminky. Na nékterych pracovistich
skoncila tato akce ohozenim stén pfisti laboratofe baryovou omitkou. Fi-
nancni prosttedky uvolnéné jako uZz tradi€né az koncem roku vedly
k bezucelnému plytvani.
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Tragické na celé véci bylo to, Ze nékterym Skoldm a jejich funkciona-
fim tento stav vyhovoval. Nedostatek otevienosti a soutéze umozioval
pohodlny zivot. Védeckou praci stacilo jen vhodné ptedstirat, a ¢asto neby-
lo nutné ani to. V tom byla u nés situace horsi nez v samém SSSR. Také
pomér k emigraci byl rozdilny. Zatimco u nas byl styk s kolegou v emigraci
nemyslitelny, vedla napt. AN-USSR v Kijevé emigranta S. P. Timosenka
zijiciho v USA stale jako svého Clena; jeho spisy byly prekladany do rusti-
ny a vydavany.

Touha po izolaci (nebo snad podbizivost k rezimu) byla u nékterych
predstavitelti nasi akademické obce tak silna, ze jesté v poloviné roku 1987
uspoiadali na CVUT mezinarodni konferenci o mechanice, na niZ byla po-
vinnym jednacim jazykem ruStina a jiz se mohli ucastnit jen odbornici
z tzv. vychodniho bloku. Navzdory tomu Zelezna opona padla a situace se
zacala radikaln¢ ménit.

Pedagogicka prace na vysokych skolach

Po komunistickém pfevratu nastal v pedagogické praci vysokych skol velmi
zéhy rozvrat tradic a fadu. Zavedenim ADK (,,akce dé€lnicky kadr®) a tzv.
»inzenyrskych kurzi“ se rezim snazil vychovat si novou, sobé oddanou
inteligenci 1 za cenu podstatného snizeni pozadavki na odbornou troven.
Také napln studia byla upravovéana podle dobovych ideologickych hledisek.
Jako ptiklad se nejCastéji uvadi osudové zatracovani kybernetiky jako tzv.
burzoazni pavédy nebo prosazovani falesné Lysenkovy teorie v biologii.
Zasahti vSak bylo vice a byly cCasto az komické. Deskriptivni geometrie
musela byt nahrazena ,,konstruktivni geometrii®, nebot’ se mély potlacovat
predméty udajné pouze popisné a mély se spiSe konstruovat nové zitrky.
Z vyuky 1 z vydavatelskych plani byl vytfazen Kli¢ k urovani rostlin, ne-
bot’ pry v zacich budil nezddouci dojem, Ze druhy rostlin jsou neménné
a provzdy dané.

Vysoké Skoly se v existen¢nim boji snazily o jakousi nezaménitelnost
a specificnost. Ministerstvo tomu branilo rozumnym pozadavkem, aby se
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zmensSil pocet specializaci a rozsifil jejich obsah. Diivodem byla skute¢nost,
ze vétSina absolventil se v praxi uplatiiovala v jinych oborech, nez na jaké
byla zaméfena jejich studijni specializace. Skoly si viak nasly zptisob, jak
se tomuto tlaku vyhnout, vytvofenim skupin volitelnych predméti, a tedy
skrytych specializaci, jichz stale ptibyvalo.

Ze srovnani ucebnich planti na vybranych strojnich fakultach (se zame¢-
fenim na energetické stroje) vyplyva, Ze v porovnani s némeckou technikou
v Praze klesl oproti konci devatendctého stoleti pocet vyukovych hodin vé-
novanych matematice na 74 % v planech SF CVUT v Praze v letech 1945—
1949, na 60 % v planech VSST v Liberci (1990) a na 74 % na VST v Kosi-
cich (1991). Pomérny podil teoretickych a pripravnych pfedméta (matemati-
ka, fyzika a mechanika vSech fazi) na celkovém rozsahu povinné vyuky ¢inil
v téchto u¢ebnich planech 39 % (némecka technika v Praze), 31 % (CVUT),
20 % (VSST), 37,5 % (VST). Tydenni podet povinnych vyukovych hodin se
pfitom zvétsil z priméru 20 v pfedminulém stoleti az k hranici 36 v soucas-
nosti. Z velkych rozdilii v u¢ebnich planech lze soudit, ze se v nich odrazeji
spise partikularni z4jmy kateder nez objektivni potieby oboru.

Numerus clausus a pfijimaci fizeni
Stav, kdy pocet absolventi stfednich skol byl pfiméteny ke studijnim moz-
nostem na vysokych Skolach a kdy maturitni vysvédceni bylo jedinym
a postacujicim dokumentem podmifiujicim pfijeti ke studiu, je davno za
nami. Navrhy, aby se piesto piijimali na vysoké Skoly vSichni zajemci,
a teprve béhem studia se vytadili ti méné schopni, jsou sice demokratické
a velice spravedlivé, ale zaroven utopické. Na fakultdch neni jednoduSe
dost mista, zejména ne tam, kde se vyzaduje 1 nezbytny prakticky vycvik
(napft. v I€kafstvi). Zavedeni takového systému by bylo mozné jen za cenu
neucelného a drahého prodlouzeni studia.

Vétsina vysokych Skol a jejich fakult tedy podmiiiuje piijeti ke studiu
slozenim pfijimaci zkouSky. Tento systém je naveskrz Spatny z téchto du-
vodu:
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1. Devalvuje se maturita jako prikaz zralosti k vysokoskolskému studiu.

2. Rozhodnuti, které dalekosahle ovliviiuje zivotni drahu uchazece, se
opird o jedinou zkousku, jejiz objektivita mize byt ovlivnéna nahodilymi
vlivy.

3. Systém piijimacich zkouSek vytvari podhoubi pro moznou korupci.

4. Prijimaci testy jsou vytvateny a vyhodnocovany lidmi bez potiebné
kvalifikace.

Jenom prvni tii z uvedenych bodi jsou srozumitelné kazdému; u Ctvr-
tého bodu je tieba se pozastavit.

Testy maji zjiStovat schopnost uchazece studovat dany obor. Jak vSak
testuje schopnost ke studiu prav otdzka: , Kterd byla prvni prazska kavar-
na“? Znalost daného oboru jesté¢ neznamend schopnost navrhnout spravny
test. K tomu je nutné znat teorii pravdépodobnosti a statistické metody; bez
téchto znalosti nelze pochopit spravny zplisob tvorby testli a jejich vyhod-
nocovani. Poéet znalct této metodiky patrné nepresahuje v CR pocet prstil
na jedné ruce, a az na jednu vyjimku neméli tito lidé — pokud je autorovi
znamo — prilezitost své znalosti uplatnit.

PredevSim je tieba pfipraveny test ovéfit na reprezentativnim vzorku
respondentli a zkoumat korelace mezi jednotlivymi otazkami a jejich zod-
povézenim. Prokaze-li se, Ze ten, kdo odpovi spravné na k-tou otazku, od-
povi s velkou pravdépodobnosti spravné i na otazku n-tou, pak jedna
z téchto otazek je v testu zbyteCna a méla by byt nahrazena jinou. Jsou-li
odpovédi na tyto otazky naopak naprosto nezavislé, byly otazky Spatné po-
lozeny; nezkoumaji totiz stejnou véc, tj. schopnost ke studiu daného oboru,
ale tykaji se kazda néceho jiného. Existuje-li tedy mezi odpovéd’'mi na tyto
dvé otazky velmi malé nebo naopak velmi vysoka korelace, je to vzdy Spat-
né. Zadouci je urcitd mira korelace.

V testu mohou byt dale nékteré otazky velmi snadné a jiné velmi ob-
tizné. V prvnim piipad¢ odpovi témét kazdy respondent spravné, v druhém
ptipad€ neodpovi spravné témét nikdo. Takové otazky ztrdaceji vypovidaci
hodnotu. Obtiznost otazky nemuize posoudit a priori autor testu, nebot’ neni
dilezité, co je obtizné nebo naopak snadné pro n¢ho, ale pro respondenty.
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Ti ptichazeji z riznych kol a z riznych prostfedi a jsou letos jini, nez byli
tteba loni. Proto je nutné posoudit vyznam otdzek a odpovédi a posteriori.
Tém, u nichz se prokazala mensi vypovidaci hodnota, je tieba ptisoudit
mensi vahu. Soucet bodi, ktery pak rozhoduje o zafazeni uchazece, neni
prostym souctem spravnych odpovédi, ale souctem vazenym. Vahové Cini-
tele lze pii tom ziskat az pii zpracovavani vysledka testu; nejsou znamy
piedem. To zpracovani vysledkti pon¢kud komplikuje, byt nepodstatné.

Je nestéstim, ze autofi testil a akademicti funkcionaii odpovédni za pii-
jimaci fizeni nemivaji o téchto metodach ponéti. A je jen velmi malo fakult
(autor vi pouze o jedné), kde se dodatecn¢ a za mnoho let zkouma, do jaké
miry koreluji vysledky pfijimacich testl s vysledky studijnimi.

Vyhled do budoucnosti

V disledku neuvétitelné rychlého pokroku v komunikacnich prostiedcich
se svét zmenSuje a vzajemna propojenost jeho ¢asti prohlubuje. Slovo ,,glo-
balizace* by se mé¢lo vzit na védomi jako pojem oznacujici nevyhnutelny
dé&jinny proces a nemélo by se jim stragit. Cim vice bude mit lidstvo spo-
le¢nych z4jml a ¢im vice si tyto zajmy budou vynucovat vzajemné poro-
zumeéni, tim mensi bude pravdépodobnost katastrofalnich stiett.

Vzdélanost uz davno ptekrocila rdmec jednoho naroda nebo statu, ba
i ramec jednoho svétadilu. V tomto ptispeévku jsme kritizovali zradu vzdé-
lancii v naSem stoleti. Uved'me tedy na zavér svétly ptiklad velké prozira-
vosti a osobni stateCnosti. Ludwig Prandtl (1875-1953) napsal dne 11. 5.
1938 redaktorovi Casopisu Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Me-
chanik profesoru F. A. Willersovi dopis, v némzZ protestuje proti vylu¢ovani
autorti zidovského ptavodu. PiSe: ...O knize, kterd predstavuje duleZity po-
krok ve véde, se musi referovat, at' uz je autor arijského nebo nearijského
puvodu, a totéz plati i o ¢lancich. Veéci jsou obecné o to horsi, Ze instance,
které do toho mohou mluvit, maji stale vetsi strach, zZe i jim by se pritom

mohlo néco prihodit.
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Asi 0 mésic pozdgji (dne 15. 6. 1938) napsal Prandtl dokonce Rigské-
mu a pruskému ministerstvu pro védu, vychovu a vzdélani: ...Mechanika
prave tak jako matematika a exaktni prirodni védy nemaji ze své celé vniti-
ni povahy ani nejmensi vztah k politice. Pokrok v téchto védach spociva
v mezinarodni spolupraci. Jedna zemé neda prosté pri dnesni specializaci
dohromady dost hlav, aby mohla tuto spolupraci postradat. Toto hledisko,
ktere ustoupilo po prevratu r. 1933 ponékud do pozadi, se musi postupné
opét uplatnit, nema-li Nemecko utrpét Skodu.

Svétlych priklad tohoto typu z naSi vlastni historie neni mnoho, ale
existuji rovné€z. Vzpomenme na nesmlouvavého akademika O. Wichterleho
a jim fizeny Svaz védeckych pracovniki, jehoz smyslem bylo vynutit na
politické garnituie z obdobi ,,normalizace* racionalni zplsob tizeni spolec-
nosti s posilenim prestize elity vzdélancti. Pfiznacné pro tehdejsi dobu bylo,
7e sekretariat Svazu byl Gfedné vystehovan a neskoncil na ulici jen diky
tomu, Ze naSel utoCist¢ v jednom ze slepeckych klubli. Zahy se pak jeho
predstavitelé dovédeli z denniho tisku, Ze Svaz byl rozpustén. Jeho kratka,
ale zafiva historie upadla dnes v zapomnéni.

Vysoké skoly by se mély jest¢ mnohem vice nez dnes oteviit soutézi a
mezinarodni spolupraci. Kvalita vzdélavani, a nikoli kvantita polovzdé¢lan-
cl, to by mél byt prvotni cil. Naptiklad je tieba 1épe vyjasnit vztah mezi
bakalafskym studiem na technikach a studiem na primyslovych skolach.
Ptijimaci fizeni by se mélo oprostit od dnesnich nesvarti napiiklad ptevze-
tim tzv. australského systému. Podle n¢ho se schopnosti studenti hodnoti
jednotnou soustavou testti a zkousek v prubehu poslednich dvou let stfedo-
Skolského studia; maximalné dosazitelny pocet bodi je 500. Piihlasky
k vysokoskolskému studiu se soustiedi na jediném misté a setadi podle po-
¢tu bodu. Pak se podle poctu volnych mist na té které fakulté ¢i Skole sta-
novi kritéria: minimalni po¢ty bodi nutnych letos pro piijeti. Kazdy pak
ihned vi, byl-li pfijat. Kontrola je snadna a je vefejna. Zadna ,,odvolani“
neexistuji. Zvetejnéna kritéria motivuji dalsi ro¢niky uchazect o studium
daného oboru. Kazdy si mize predem poméfit své sily a rozhodnout se. Lze
namitnout, Ze ani tento systém neni dokonaly, nebot’ nepamatuje na studen-
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ty s vyraznym, ale jednostrannym nadanim. Tito studenti vSak maji moz-
nost odejit do praxe a tam prokazat sviyj talent. Ziskaji-1i potfebné doporu-
¢eni, jsou piijimani bez dalSich formalit (a zpravidla patii k nejlepSim, cile-
védomym studenttim). Takovych student nebyva mnoho.

Otevienost vnéjSimu svétu piedpokladad i vétsi otevienost uvnitt. Méli
bychom se zbavit svych piedsudkl a chyb, coz se nepodafi bez ujasnéni
naSich vztaht k vlastni minulosti. Z té bychom si mohli vzit mnoho vzort,
ovSem zcela jinych, nez které ndm piedvadéji dnes a denné zkomercionali-
zovana média.

Uvedeme jeden ptiklad. Kdyz Emil Kolben (1862—1943) zalozil r. 1896
Elektrotechnickou tovarnu v Praze, mél 25 zaméstnancu. ZkuSenosti ziskaval
v Evropé (piedevsim ve Svycarsku) i v USA (pracoval i u T. A. Edisona). A&
zidovského plvodu a absolvent némeckého Vysokého uceni technického
v Praze, fekl o sob¢€ u piilezitosti oslav svych pétasedmdesatin: Vyzbrojen tak
rozsahlymi védomostmi a zkuSenostmi ve vsech odvétvich silnoproude elek-
trotechniky a drze krok s tehdejsimi nejmodernéjsimi pokroky ve vyrobé elek-
trickych strojit a zarizeni, pomyslel jsem v srpnu 1896 na to, zZe dam své bo-
haté znalosti a zkusenosti do sluzeb své ceské domoviny. Kdyz ho ¢lenové SS
v prevleceni za zdravotniky vynaseli jako jedenaosmdesatiletého starce z by-
tu na nositkach, zaméstnaval koncern CKD, jehoz byl spoluzakladatelem, uz
15 000 pracovnikii. To byl jeho odkaz vlasti. O necely mésic pozdéji zahynul
v Tereziné. Po valce se jeho jméno nesmélo na pamétni desce obéti nacismu
v zavodé CKD objevit. Smélo se tam doplnit spolu s bronzovou plaketou az
vr. 1991. Je ironii doby, ze n¢€kolik let poté byla pamétni deska i s plaketou
ukradena neznamymi vandaly.

Ing. Dr. h. c. Emil Kolben si psal také jakysi pamétni spis, v némz na-
jdeme i nasledujici, az prekvapivé aktualni ivahu z roku 1924:

...Ve Svycarsku existuji spolkovd rada a viddy kantonii. V Ceskoslo-
vensku pak byla prevzata veétSina statnich zarizeni jakoz i administrativni
organizace z Rakousko-Uherské monarchie, statu o 50-ti milionech obcanii.
Spravni aparat je jesté komplikovanéjsi, jednani s nim obsirnéjsi a obtiznéjsi.
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V CSR existuje vice ministerstev, vyssich a nizsich tradi, nez byvalo
drive. Byrokratické rizeni se ve vSech ohledech zkomplikovalo, misto aby se
zjednodusilo. Mnohé by se zlepsilo, bylo-li by vedeno urednictvo v duchu
k vétsi osobni zodpovédnosti a angaZovanosti.

Nasledkem jmenovanych okolnosti vznikl v CSR netmérné zvétseny,
a tim 1 nédkladny statni aparat.

K tomu jesté malou poznamku. Prezidium spravni rady CKD, a. s.
v Praze, rozhodlo, ze vzhledem k vSesvétové tisni hospodarské snizi poci-
naje listopadem 1931 platy vedoucich pant fediteld o 25 %. A tak misto-
predseda spravni rady CKD dr. Emil Kolben od té doby dostaval plat pouze
12 500,— K& mésicné. To byl pfiblizné pétinasobek platu primérného tred-
nika. Jaky byl asi plat manazerQ, ktefi pfivedli koncem dvacétého stoleti
koncern CKD prakticky na buben?

NasSe budoucnost nebude ziejmé lehka, jak jsme se jesté nedavno mohli
domnivat. Nejvice piekazek, zda se, predstavujeme sami sob¢.
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Tak to skutecne bylo

Nyni pak ziistava vira, nadéje, laska, to tré,
ale nejvetsi z nich jestit laska.
(Epist. Sv. Pavla ke Korintskym, 13, 13.)

Vzpominka na profesora
Ing. Dr. techn. Jaroslava Hybla (1882-1950)

,NeZ prohldsime o n¢jaké Zené, Ze je krasnd, musime si ji prohlédnout ze
vSech stran. Tak je to 1 s turbinovou lopatkou. Jenom krasna lopatka miize
mit dobrou ucinnost. A tak si ji nejdiiv prohlédneme, v piidorysu, v narysu
1 v bokorysu.“ Takové a podobné véty zaznivaly v naplnéné poslucharné
strojni a elektrotechnické fakulty CVUT v Praze na Karlové nAmésti. ,,P¥i-
roda je velmi slozitd. Tak slozitd, Ze ji nikdy pln€ neporozumime. Musime
si ji proto zjednodusit. Vynechame, co je nepodstatné, a tak vznikne idedlni
obraz toho, co chceme zkoumat. A kdyzZ tento ideal ovladneme, tak se mu-
sime snazit, aby se mu nase dilo (navrhovany stroj) co nejvic podobalo. To
neplati jen pro konstrukce strojil, to plati v Zivoté obecng. Clovék si ma
vytvoftit idedl, podle kterého se snazi zit. A tak je to 1 mezi narody. Takové
Svycarsko teba, to je ideal. — A ani to neni ideal. Vite, co je ideal? Poslu-
chaclim ptednasky o vodnich strojich se tajil dech. Vzdyt bylo po ,,Vitéz-
ném Unoru“ 1948. Kterysi ze studentdi hlesl: ,,Sovétsky svaz!* Profesor
Hybl toto provokativni zvolani pfeslechl a do napjatého ticha prohlésil:
,Kralovstvi nebeské. A vite, co je to Kralovstvi nebeské? To je stav, ktery
na Zemi nastane, az budou mit vSichni lidé rozum.

Profesor Hybl m¢l kratce pristfizené Sedivé vlasy, ostfe fezanou tvar
a v koutku chvéjivych ust zpravidla vyhaslou lulku, kterou si obas vzdy
znovu zapaloval. Chvély se mu 1 ruce, a to tak, Ze mohl psat jen tuzkou.
Psaval inkoustovou tuzkou, kterou drzel v pravé ruce; tu si piidrzoval levi-
ci. Psal jakoby kurzivou. Jeho pismo bylo velice thledné, avSak s mirné
zvinénymi tahy. Nosival svétle zelené, drobné kostickované vinéné sako
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avklopé Cerstvou rizi. Na pozdrav kazdému odpovidal hlasitym: ,,Ma
ucta®. M¢l-li klobouk, smekal vzdy s Sirokym machnutim ruky. Ke svym
podfizenym byl velkorysy. Nekontroloval pracovni dobu, ale pracovni vy-
sledky. Béda vsak, zneuzil-li n€kdo jeho divéry. S takovym Clovékem se
rozloucil ithned a navZdy. Stalo se, ze sekretarka zameskala bez omluvy asi
dva dny. Kdyz se kone¢n¢ dostavila, fekl ji profesor Hybl: ,,Sle¢no, sem uz
mi vickrat nechodte.” Nepomohly slzy, ani pfimluva predsedy zavodni
rady ROH. Na namitku, ze existuje zdkonnad vypovédni lhiita, odpoveédél:
,» Lak si ji dejte kam chcete, ale sem mi uz nesmi.* Tento postoj zpusobil, ze
mu zavodni vybor uz zddnou sekretaiku nepovolil. VeSkerou administrativ-
ni agendu od tohoto dne pievzali asistenti.

Jednoho dne si pan profesor Hybl ptinesl dekret Mistniho nérodniho
vyboru, ktery mu do jeho pracovny v rodinném domku piikazoval ndjemni-
ka. Adresa znéla: ,,Pan Jaroslav Hybl, majitel domu ¢p. 168.<" Pan profesor
nam nadiktoval svou odpovéd’. Obsahovala mimo jiné tyto body:

1. Nejsem viastnikem domu cp. 168, ale 186, takze se mne Vas dekret
netyka.

2. I kdyby se mne tykal, nemiize Vas vybor rusit dekret vydany Ustied-
nim ndrodnim vyborem, ktery je Vam nadiizeny. Ustiedni ndrodni vybor mi
pracovnu pridelil platnym dekretem jakoZto védeckéemu pracovniku.

3. Mistnost nemiizete prideélit Zadnému ndjemniku, protoze nejde
0 obytnou mistnost ve smyslu bytového zdakona. Mistnost nema pripojeni ke
kominu, takze se neda vytapet, a nemd ani okno, ma pouze svetlik.

O n¢kolik dni pozdéji jsem zaslechl ze sousedni pracovny pana profe-
sora zensky plac a poté muzsky rozcileny hlas: ,,Pofad mi tady meles jedno
a to samy! Vzdyt ti fikdm, Zze pravnici jsou dneska vedle!“. Byla to ne-
Stastna pani Hyblova. Pficinu jejiho rozruseni jsme si mohli jen domyslet.
Po né¢kolika dnech pfisel pan profesor zase v obvyklé dobré mife, s novym
rizovym kvétem ve své klopé. ,,Tak co, pane profesore, smim se zeptat, jak
to dopadlo s novym ndjemnikem?* odvazil jsem se opatrné¢ vyzvidat. ,,Ale

* M . W W W M
Cisla jsou zménéna, pamét’ je nedochovala.
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mam ho tam, uz se nast¢hoval. Uz jsem se s tim smifil. Vite, on je jesté
vetsi chudak nez ja.“

Tato piihoda ukazuje velikost jeho srdce, a ovSem téz dobu, které ne-
muze porozumét nikdo, kdo ji opravdu neprozil. Pan profesor jezdival pied
véalkou se svymi studenty ¢asto na zahraniéni exkurze, nejéast&ji do Svycar-
ska a do Svédska, kde mé&l mnoho pratel v odbornych kruzich. Stalo se, ze
od nékterého z nich dostal posStou darem balicek tehdy vzacnych sardinek.
Tehdy postavil své asistenty do fady a kazdému jednu krabicku dal. Sam si
nesl domil zbyvajici tfi. Za vedeni strojnich laboratofi dostal jednorazovou
rocni odménu. Opét si postavil své asistenty do fady a odménu mezi né
rozdélil. Nedalo mi to a v ptihodné chvili jsem se ho zeptal, pro¢ to déla,
vzdyt odména patii jemu. ,,ProtoZe tam chodite Vy,* znéla jednoducha od-
poved..

Kratce pfed Vanocemi si mne zavolal a dal mi do ruky list papiru, na
kterém stalo: ,,Vydejte doruciteli K¢s 10 000,— (slovy deset tisic). Jaroslav
Hybl.“ S timto listem jsem zaSel do fakultni pokladny a penize jsem dostal.
A opét si pan profesor postavil asistenty do fady a penize jim rozdal se slo-
vy: ,,To Vam davam proto, Zze Pan Jezis byl velky ¢lovek. U¢il totiz, Ze nej-
veEtsi véei na svete je laska.*

Jednoho dne ponechal pan profesor pooteviené bocni dvete do své pra-
covny. Mozna bezdeky, avsak mohl tak ucinit i imysIné, aby mél svédky
k svému rozhovoru. PfiSel totiz student, ¢len fakultniho vyboru Komunis-
tické strany Ceskoslovenska, a zagal pana profesora presvéddovat, aby sou-
hlasil s chystanou reformou studia. ,,Tak Vy ftikate, ze je tfeba studium re-
formovat. J& Vam zase tfikam, Ze nase vysoka skola je vybornd. Mam tady
dopisy nasich byvalych studentli ze zahranici, kteti ndm profesorim dékuji
za to, jak jsme je pro jejich ukoly pfipravili. To ale neznamend, ze reformu
nepotifebujeme. OvSem tu museji pfipravovat odbornici na slovo vzati, to
nemohou d¢€lat studenti jako Vy. Odpust'te, ale vzdyt’ Vy nemate ani vSech-
ny prospéchové zkousky.“ Tak a podobné hovofil pan profesor. Student mu
oponoval, se¢ mu sily stacily, ale nakonec se dostal do defenzivy: ,,J4 to,
pane profesore, vzdam.*“ — , Vzdate? To je trochu pozd¢! Vite, co jste mél
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udélat, kdyz Vam tu funkci svéfovali? Vy jste ji m¢l odmitnout! Vy jste
m¢l fict, to ja nemlzu, na to ja nesta¢im. Tak jedna Cestny ¢lovek.

,Proboha, pane profesore, co jste to udélal? Vzdyt' Vy jste vyhodil od
zkousky zakladatele Lib&ického tidernického hnuti! O jé, to bude malér!*
varoval pana profesora asistent. V tom jiz kdosi klepal na dvete profesoro-
vy pracovny. Byl to postizeny student a zacal panu profesorovi vypravét
o svych budovatelskych zasluhach. ,,Tak vidite, Vy jste takovy zaslouZzily
student, a Vy byste se nestydé¢l chtit zkousku zadarmo?*

Uz jsem byl na jiném pracovisti, kdyz jsem se dovéd¢l, Ze pan profesor
Hybl byl hospitalizovan v nemocnici na Karlové ndmeésti na klinice profe-
sora Prusika pro rakovinu plic. Sehnal jsem narychlo krabic¢ku jeho oblibe-
nych smetanovych krémovych syrti (gervais znacky CREMO) a jesté
s jednim asistentem, ktery sehnal odnékud pravé plzenské pivo, jsme Sli
pana profesora navstivit. LeZel na ldzku unaven, ale mél o¢ividnou radost.
Sebral vSechny své sily, aby nds ubezpecil, Zze nase doba teprve piijde. Zda-
lo se nam, jako by se v duchu vracel ke své inauguracni piednasce, kterou
pronesl pfi svém nastupu do rektorské funkce v roce 1936. Stoji za to oci-
tovat konec jeho prednasky:

Rozvoj prirodnich véd je nesmirny. Je tak velky, zZe inzenyr, lékar atd. se
miize dnes veénovat jen uzkému oboru, aby v ném byl odbornikem, a nestaci
Jiz pomalu ani na ten obor. A pvi vsi té velikosti vedy vidime nespokojenost
velkych myslitelii. Cim hloubéji vynikaji, tim jsou nespokojenéjsi, nebot vidi,
Ze jsou na tu skutecnost slabi. Musime mit uctu k védé a umeéni, ponévadz to
Jje to nejvetsi, co lidstvo md. Nesmime vSak ustrnouti, ponévadz je pred nami
velka cesta. Lidstvo stoji teprve na zacatku té cesty. Je povinnosti vysokych
Skol dati posluchaciim spravné védecké zaklady, neplniti je vsak spoustou
veédomosti, které si musi pamatovat, a nebuditi v nich pevné presvédceni
o neomylnosti védy. Buditi v nich lasku a zalibu i k té zdanlivé nejsussi vede
tak, aby posluchac neodchazel z prednadsky znechucen. Méné latky, ale vice
premysleni. Podrobnosti najdeme v knihdch, podrobnostmi nemame zatézo-
vati drahocenny mozek. Mozek ma ziistati svézi, nezatizeny, aby mohl postre-
hovati slabiny vedy a pracovati tak k pokroku. Posluchaci, kteri opoustéji
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vysoké Skoly jiz unaveni, s preplnenymi hlavami, jiz mnoho velkého nevyko-
naji. Méné drit a vice premyslet, a to jiz na strednich skoldach!

Velka je priroda a slaby je clovek. Vime, zZe nejvetsi myslitelé byli nej-
vice nespokojeni se svym Zivotnim dilem, které dali lidstvu. Jen ten, kdo
nepochopil své malosti ve velkém prirodnim deni, miize byt domyslivy. Gé-
niu, kteri razi nové smeéry za velkym poznanim prirody, je mdlo. Vsichni
Jjsou jen délniky, nékteri vétsi, vétsina mensi. Stavba védy je dosud v zacat-
cich, i kdyz si myslime, Ze jsme daleko. Bude treba dlouhého, velkého idea-
lismu, nez se prijde k zakladiim, na kterych pak vyroste teprve viastni budo-
va pravého poznani prirody. Vzdyt cloveék Zije teprve okamzik, za ktery ne-
mohl daleko proniknouti. Jsme jesté v temném zrozeni. Svétlo pravého po-
znani je v dali. Jen idealismus miiZe vésti lidstvo k vyssim metam, které mu-
si miti pred sebou, nebot jen idealismus je zdrojem velkého."

Profesor Dr. Jaroslav Hybl se narodil 21. dubna 1882 v Kolding v Ce-
chéach, kde byl jeho otec fidicim ucitelem. Obecnou a méstanskou Skolu
navitévoval v Usti nad Orlici. Roku 1896 piestoupil po piijimaci zkousce
ze tieti tiidy mést'anské Skoly do ¢tvrté tfidy redlky v Kutné Hote, kde roku
1900 slozil maturitni zkousku s vyznamenanim. Na stfedni Skole vynikal
zejména v deskriptivni geometrii a kresleni. Byl odménén vyro¢ni cenou,
ktera se udélovala nejlepsim kresliitim. Po maturité vstoupil na Ceské vy-
soké uceni v Praze, kde studoval obor strojniho inzenyrstvi. VSechny pro-
spéchové i ob¢ statni zkousky slozil s vybornym prospéchem. Po vSechna
studijni 1éta byl odménovan stipendiem za vyborny prospéch. Po druhé
statni zkousce, kterou vykonal hned po dokonceni ¢tvrtého ro¢niku, nastou-
pil misto konstruktéra v Ceskomoravské tovarné na stroje v Praze. V roce
1905 byl promovan na doktora technickych véd. Téhoz roku obdrzel jedno-
ro¢ni Hlavkovo cestovni stipendium ke studiu tehdy mladého oboru parnich
turbin. Pobyl v Némecku, Svycarsku, Italii a Belgii, kde navitivil fadu stro-
jiren pro stavbu parnich turbin a ¢etné parni elektrarny. Roku 1906 se vratil
a pracoval v oboru vieobecného strojnictvi Prvni Ceskomoravské tovarny

" Citovéno ze sborniku Ceské vysoké uceni technické v Praze ve studijnim roce 1935—
1936. Nakladem CVUT, Praha 1937.
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na stroje. Dvé 1éta poté se habilitoval pro obor parnich turbin na CVUT.
Vroce 1914 se stal prednostou oddéleni pro strojni chlazeni v Cesko-
moravské strojirné€, kde setrval az do roku 1917. Tehdy byl jmenovan pro-
fesorem hydraulickych stroji, strojniho chlazeni a topeni na Vysoké Skole
strojniho a elektrotechnického inZenyrstvi CVUT. Po smrti profesora Zvo-
ni¢ka se stal pfednostou strojni laboratore CVUT na Karlové namésti. Od
roku 1926 byl mimofadnym ¢lenem Ceské akademie véd a uméni a ¢lenem
Ceskoslovenské narodni rady badatelské pii téze akademii. Byl predsedou
komise pro II. statni zkouSky, ¢lenem Mezinarodniho ustavu chladici tech-
niky v Pafizi a protektorem Spolku posluchaclhi a absolventii strojniho
a elektrotechnického inZenyrstvi. Odborna a védecka literarni ¢innost pro-
fesora Hybla zahrnuje pfes 70 praci z hydrauliky, termomechaniky, hydrau-
lickych stroji, strojniho chlazeni, parnich turbin a v§eobecného strojnictvi.

NeZ jsme s kolegou opustili nemocnicni pokoj, chytil mne profesor
Hybl za ruku a fekl: ,,Nejvétsi véci na svété je laska. Reknéte, kdyz Vas ma
n¢kdo rad, dal byste to za zlaté penize?* V pfistich dnech jsem se jiz osty-
chal pana profesora navstivit. Bal jsem se, Ze by mu to nebylo pfi jeho téz-
ké zdravotni krizi milé, ale spiSe nez to jsem se bal svych citi, které bych
asi nedovedl ovladnout. Miloval jsem ho jako svého otce. Zasel jsem do
malého kvétinatstvi, které bylo na kraji Hybernské ulice, a poprosil jednu
z obou mladych kvétinarek, zda by do nemocnice nezasla misto mne. Rada
to slibila. Koupil jsem velkou kytici rizi a druhy den se prisel zeptat, jak
divka své poslani splnila. Rekla mi, Ze pan profesor jiz nebyl na lizku, ale
sedél v kiesle, nebot’ mu to usnadiiovalo dychani. Rize piijal se zjevnym
dojetim. Dalsi den rano — 14. srpna 1950 — po velkém utrpeni zesnul, smi-
fen s Bohem.
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